Egipto surgid a la historia hace 5000 afios. Durante
30 siglos se mantuvo la hegemonia de su esplendorosa
cultura. Sus monumentales construcciones figuran como
testimonios del nivel cultural que alcanzé este pueblo.
Estas obras legadas al patrimonio de la humanidad,
fueron inspiradas en su afin de supervivencia y vida
cterna. Los obeliscos, templos, mastabas y pirdmides
eran como simbolos de la inmortalidad del faradn.
Herodoto, el padre de la ’.{isturia, nos cuenta —con el
tono hiperbélico que siempre lo caracteriza— que en
la edificacion de la GrangPirdmide, participaron alre-
dedor de cien mil hombres. En el Imperio Nuevo,
esta costumbre de constrirse una tumba como hogar
eternd, dejd de ser un vilegio faradnico para con-
vertigge en un derecho el mis humilde cudadano.

'En lafguarda ilustrada terior, podemos admirar la
tumba de un funcionario_egipcio de fines de la tpoca
ramesigda. En la pared del fondo, vemos al funcionario ¥
4 su esposa que observan @os filas de diosecillos acucli-
llados. Whicia la fila de abgjo, Horus, cabeza de halcon,

* con su @sco solar o aten; ¥ la de arriba, Osiris. Encima,
{as cobr@#s sagradas wstienln los discos solares; dos cha-

calgs de Anubis guardanMos atributos de Horus. En

la&armfﬁ laterales, aparece Osiris, con la piel verde,
corénada con el atef rayad® (signo de divinidad). En el
techo combado, sobresale la imprescindible barca, en la
que el mitico fénix, simbolo de la resurreccidn, efectua-
rd junto con Horus y Atum, el viaje eterno al infinito.

En primer plano, el faradn, vestido de verde, acompa-

fiado del portador del cetro real, del jefe militar (de-

tras del faradn) y de un dignatario, recorre la tumba.

Frente a les tesoros culturales de Egipto, uno se
maravilla de cdmo fue posible que hace cuarenta
siglos, un pueblo que sélo disponia de una estre-
cha faja de tierra feraz, pudigra realizar tales cons-
trucciones que requieren el dominio de una téenica
muy desarrollada. A la base de los mis sencillos
¥y mids complejos problemas resueltos sabiamente
por los egipcios, estd toda una teorla, que supone
la existencia de una incipiente ciencia matemitica,
Cuyo mihs ﬂnﬂguﬂ- y alto exponente s el pnpim de
Ahmes, que data de dieciocho siglos antes de Cristo.

MUESTRA PORTADA
“H.r m:'l Ja Aritmética, la primera de las ciencias matemiticas, Iml.;l l:t up:;:—
ar, ff del rudimentario comercio del hombre primitivo: ruegue.
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g : motivacién para el trabajo escolar. El contenido
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Los arigenes empircos de la matemblica egipeia la despojaran de las fantasias de la magia. La rigurosa
sxperiencia come fuente de la Aritmeética puede comprobarse en ¢l documente matematico mis antiguo
gue s& posee: el papiro descubierto por Rhind en el siglo X1X, gue ¢l escriba Ahmes (A'h-mose) copié an

1650 A. €., de una obra anterior. Este papiro, llamado de Rhind o Ahmes, figura en ¢l Museo Britdnico.

PRELIMINARES
@ LA MATURALEZA. CUERPOS Y FENOMENOS MATURALES

La Naturaleza es el conjunto de todo lo que existe.

Cuerpo es todo lo que ocupa un lugar en el espacio. Todos los
seres del Universo, como nosotros mismos, los animales, las plantas, el
agua, el aire, un libro, una silla, etc.,, son cuerpos.

Fenémenos naturales son los cambios o transformaciones que sufren
los cuerpos, El crecimiento de los animales y las plantas, la evaporacién

del agua, la caida de los cuerpos por la atraccidon de la gravedad, la com-
bustiém de un pedazo de madera, son ejemplos de [endmenos naturales.

@?DLUHEH DE LOS CUERPOS

El volumen de un cuerpo esul dado por el lugar que ocupa en el
espacio en un momento determinado.

Observando los cuerpos que se presentan en la Naturaleza vy sCpa-
rando mentalmente sus cualidades, menos las que se refieren a sus vo-
limenes, para fijarnos exclusivamente en este atributo comun a todos
ellos, podemos llegar al concepto de volumen.

El comcepto de volumen es general. Es decir, no se refiere a ningin

cuerpo determinado, sino al atributo comin que tienen todos los cuerpos
de ccupar un lugar en el espacio,
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® LIMITE DE LO5 CUERPOS. SUPERFICIE

Pensemos en una pelota de goma en el ‘ain:, Imaginemos it §
esférica que partiendo de su centro vaya irradiando haﬂ? rebasar |
de la pelota. Llamamos su,:_uperf:ue EL:_' |El1 pelota a ese lfrnm,: donde e
la pelota y comienza el aire, pero sin incluir ni pelota ni ajre T
se dice que es la superficie del aire en contacto con la pelota,

[lamamos superficie, pues, al limite que separa ungg Cuerpos
de otros.

Observando los cuerpos que se presentan en la Naturalez yide
rando mentalmente todas sus otras caracteristicas, para fijarnos ey dhugiva:
mente en sus superficies, podemos llegar a tener el concepto de superficie

El concepto de superficie es general; no se refiere a la S'lPErfi::ig:
de ningiin cuerpo determinado, sino a ese atributo, comin a todos Jps |
cuerpos, de tener un limite que los separa de los demis.

limige
TMming
ambiéy

@ FTRAYECTO ENTRE DOS PUNTOS. LONGITUD. DISTANCIA

Imaginemos dos puntos (1) cualesquie-
ra en el espacio, A y B por ejemplo,
y pensemos en varios de los trayectos
que podrian seguir uno de ellos, si fuese
movil, para llegar al otro. Se dice que
cada uno de esos trayectos tiene una de
terminada longitud.

Considerando los trayectos que
drian recorrerse entre dos puntos o enti€
muchos pares de puntos, y fijindonos v
clusivamente en que cada uno representa
una longitud, separemos mentalmente t0¢
otra caracteristica o cualidad de los “‘:’
| mos y podremos llegar asi al concepto 9
longitud.

De todos los trayectos que s€ F“"d":'
recorrer entre dos puntos, el mds corto de todos tiene una f;p:“,'-ﬂlal f:lﬁ'nﬂ
ficacion. Se le suele llamar ¢l menor trayecto, la menor distancid,

; ¢ ; iqurd.
sencillamente la distancia entre esos dos puntos. En el caso de la figy
s¢ lee distancia AB.

| FIGURA 1

4 B

o fEE e f—

|

FIGURA 3 |

et
(1) Un punto es una simple posicidn en el espacio.  Carece, pues da'™



g

:
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Prolongando indefinidamente esta distancia sobre su misma direccidn
y en ambos sentidos, podriamos tener una idea de lo que en Geometria
se conoce como linea recta o simplemente recta. En este caso, la primitiva
distancia entre los dos puntos viene a ser un segmento de esta recta
(segmento AB, figura 2).

Si la distancia se prolongase en un solo sentido indefinidamente,
tendriamos una idea de lo que se conoce como semirrecta (figura 3). Suele
decirse que A es el origen de la semirrecta.

ra B

— i e i SER

| FIGURA 3

DIMENSIONES DE LOS CUERPOS

Consideremos un cuerpo de forma regular, como un ladrillo (figu-
ra 4); y determinemos en €l tres pares de puntos, Ay B; By C, y Cy D.
Las distancias AB, BC y CD, se dice que
representan las dimensiones de ese cuerpo. La
distancia AB representa la primera dimensién
(largo); la distancia BC representa la segunda (s
dimension (ancho), y la distancia CD representa
la tercera dimension (profundidad). “
Sobre otros cuerpos similares pueden consi-
derarse también tres pares de puntos tales que
sus respectivas distancias sean perpendicularcs | =
entre si en el espacio. Ellas representarin las ] FRARA 3
dimensiones de esos cuerpos.
Todos los cuerpos tienen tres dimensiones, aun cuando no sea tan
Ficil de determinar como en el ladrillo; en cuerpes de forma esférica
como una bola de billar, o de forma irregular como un pedazo de roca,

se pueden determinar las tres dimensiones, sélo que resulta un poco mds
dificil esta determinacidn, .

| 5’9 t [l
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@cmﬂnm OF MATERIA QUE CONTIENE UN CUERPO
MASA MATERIAL. PESO

MASA MATERIAL
Con frecuencia se definen también los cuerpos como porciones lim;
tadas de materia (T, lo que no contradice, en modo alguno, la dﬂfinicif:.:

dada anteriormente.
1d: . materia queé tiene un cuerpo se lla Masa :
l.a cantidad de q p i mac

de ese CUerpo.

Tomemos dos pedazos de hierro que tengan el mismo volumep 1
la temperatura ambiente. Ambos tienen la muisma cantidad de materiy
(la misma masa material), por ser también igual la sustancia que g
forman (hierro). .-"Lpliquemm calor a uno de ellos, al B, por Eifmph.
Aumentard de volumen.en virtud del fendmeno fisico llamado dilatacian
de los cuerpos por el calor. Tenemos entonces dos cuerpos, A v B', con
la misma cantidad de materia y distinto volumen.

Si pudiésemos disminuir en el cuerpo caliente B, la porcién aumen-
tada hasta igualar su volumen con el cuerpo A, tendriamos dos cuerpes
con el mismo volumen y distinta cantidad de materia.

A

FIGURA &

Observando los cuerpos que se presentan en la Hatural]?-ﬁ y sep
rando mentalmente todas sus otras cualidades, para fijarnos exclusivamente
en el atributo comiin a todos los cuerpos de estar formados por matend
llegamos al concepto de masa material.

PESO
- - [ | l:c
No es posible determinar directamente la cantidad de Al ?i:l
contiene un cuerpo; pero se sabe que mientras mayor es la masi mﬂg e

ﬂf un cuerpo, mayor es la atracciéon que la gravedad ejerce sabre

e ; . ; | el PE

ir, mayor es su peso, Esta relacion entre la masa material ¥ €

€5 Constante l"I' Pr“PnT':-i”‘"“] Fﬂ
Observ ; s

g -Hlmln los cuerpos que se presentan en la Nﬂmﬂl":m.; ¢
’ talmente todas sus otras cualidades, para fijarnos exclustV

W) La noddn d ? embarf™
Ia msancia de que "':t!iﬂml.':t?l::lnm:;:h:::‘ wn ,l!lﬂi'",'l:"".n- intuitivo. Piénsese sin

N |
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en la atraccion que la gravedad ejerce sobre ellos, llegamos al concepto
de peso.

Debido a la relacion constante que existe entre la masa material
de un cuerpo y su peso, hasta el punto de expresarse con el mismo ni-
merg (581), nosotros prescindiremos en esta obra de hablar de un modo
sistematico de la masa material de los cuerpos, para referirnos sélo a su
peso. Pero téngase presente que los de masa material y de peso son dos
conceptos disuntos.

PLURALIDADES

Consideremos los Cucrpos que s¢ encucniran en una habitacidn en
un momento dado. Constituyen lo que se llama un conjunto de cuerpos.

Imaginemos otros conjuntos de cuerpos como los libros que estin
sobre una mesa o las frutas que hay en una cesta. Imaginemos inclusive,
conjuntos de entes inmateriales como las ideas de un razonamiento.

Observando los conjuntos de cuerpos o de enies inmateriales que se
puedan considerar en la Naturaleza y separando mentalmente todas sus
caracteristicas particulares para fijarnos exclusivamente en su condicion
de ser conjuntos de cosas, llegamos al concepto de pluralidad, El con-
cepto de pluralidad, que es un concepto intuitivo, coincide, pues, con el
concepto genérico de conjunto; pero reservaremos el término eonjunto
para designar los conjuntos de cosas, es decir, en su acepcion especifica,
y ¢l de pluralidad para su acepcion genérica.

El de pluralidad es, pues, un concepto general. No se refiere a la
pluralidad de ningin conjunto determinado, sino al atributo comun a
todos los conjuntos de estar integrados por entes, materiales o no.

Fodemos pensar también en pluralidades de ciertos cuerpos como
pluralidades de naranjas, pluralidades de lipices, pluralidades de puntos.
Estos conceptos siguen siendo generales, pues no se refieren a ningin
conjunto determinado de naranjas, ni de kipices, ni de puntos; pero su
generalidad es menor, desde luego, que la del concepto de pluralidad,
porgque excluye de su connotacion todos los conjuntos que no sean de
naranjas, lipices o puntos.

ABSTRACCION,. CONMCEPTOS ABSTRACTOS

El proceso intelectual mediante el cual separamos mentalmente las
cualidades particulares de varios objetos para fijarnos exclusivamente en
uno o en varios atributos comunes a todos ellos, recibe ¢l nombre de
abstraccion. El concepto que es resultado de una abstraccion recibe el
nombre de concepto abstracto (1),

(1} En rigor. 1a operacién mental que nos conduce al concepro se llama generalizacidn sim-
ple. La absiraceidn es sl el instrumento mental con el l:u:I mislamos los stribuios gue
QUCTEMGS TECORET en es concoplo,
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Los conceptos de volumen, superficie, longitud, masa material,
y plumlid&d de cosas, son conceptos abstractos, pues son el resultado de
abstracciones, como puede apreciarse al releer los pirrafos anteriores.
Oiro importantisimo concepto abstracto es el de namero, que esty-
diaremos en el proximo Capitulo.

@ MAGNITUDES Y CANTIDADES

Los conceptos abstractos de volumen, superficie, longitud, masa mate-
rial, peso, pluralidad, pluralidad de cosas, tiempo, temperatura, velocidad,
fuerza, amplitud angular, reciben ¢l nombre de magnitudes.

Los casos especificos o concretos, que por observacion y abstraccion
de los cuales hemos llegado a los conceptos abstractos antes menciona-
dos, se llaman cantidades. Asi, son cantidades: el volumen de este libro,
la superficie de mi pelota, la longitud de aquel camino, los alumnos de
esa aula, el nempo que hace que nacié Newton, la velocidad de ese
automavil, etc,

Natese que dos o mids casos particulares correspondientes a la misma
magnitud pueden compa-
rarse, pudiendo determinar-

U . : :
; s¢ 51 son 1guales o no. Se
/"-f : Bl pueden comparar, por ejem-
& plo, la longitud de un lipiz
: ’ e con la longitud de una re-
T gla, y determinarse si esas
. FIGURA 7 | longitudes son iguales o

—_— desiguales.

Magnitudes son, pues, los conceptos abstractos en cuyos estados par-
ticulares (cantidades) puede establecerse la igualdad y la desigualdad.

Cantidades son los estados particulares de las magnitudes.

Los de magnitud y cantidad son a su vez conceptos abstractos.

@CI..ASES DE MAGNITUDES

Atendiendo a su naturaleza las magnitudes pueden ser continuas
y discontinuas,

-.T.ﬁ-':r.-|r-|'|4'-. COMLINUAS 500 H.I'Illl':"ilﬁ (ue, como la |¢}I\E’I:i'lld ¥ el volu-
men, dan idea de totalidad, sin partes o elementos naturales identifi-
Eﬂh]\_‘-'!-- Otras magnitudes continuas son: la superficie, la masa material,
el tiempo, la presiom, la fuerza electromotriz, el peso, la temperaturd,
la velocidad.

Magnitudes discontinuas son las pluralidades de cosas (T), como Jaas
Plllfﬂlidiﬂfl de libros, de mesas, de rectas, etc. Fstas magniludc! [nmhiéﬂ
s llaman discretas,

Las magnitudes también se dividen en escalares y vectoriales.
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Magnitudes escalares son las que no poseen direccion, como la lon-
gitud, el peso, el drea, el volumen, el tiempo. Estas magnitudes quedan
completamente definidas por un namero que expresa su medida.

Asi, la ]m]gitlld es una magnitud escalar, porque diciendo que una
regla tiene, por ejemplo, 20 ¢m, queda perfectamente determinada la
longitud de la regla.

Magnitudes vectoriales son las que poseen direccion y sentido, como
la fuerza y la velocidad. Para que estas magnitudes queden definidas no
basta conocer su valor, n.'pn:!-'.::nta{i[} IJH'I' LiTl l'.ll.llil':l'll'_’r[_}, Ein[} 'I:Ill'[' 25 nece-
sario, ademas, conocer su direccidén y su sentido. Si yo digo, por ejemplo,
que la velocidad de un movil es 4 cm por segundo (lo que quiere decir
que recorre 4 cm en cada segundo), con esto siélo, no queda definida la
velocidad, pues para ello tendré que especificar cudl es la direccion que
sigue el mdvil en su movimiento, por ejemplo, vertical, y en qué sentido
se mueve, por ejemplo, de abajo a arriba.

CLASES DE CANTIDADES

Segiin sean estados particulares de una u otra clase de magnitud, las
cantidades pueden ser continuas, discontinuas, escalares y vectorales.

Cantidades continuas son los estados particulares de magnitudes con-
unuas, como el volumen de una naranja, la longitud de una carretera,
la temperatura de mi cuerpo, la velocidad de un cohete.

Cantidades discontinuas o discretas son los estados particulares de
magnitudes discontinuas, como los alumnos de un colegio, las hojas de
un libro, las pelotas que hay en una caja.

Cantidades escalares son los estados particulares de las magnitudes
escalares, como la longitud de un lipiz, el drea de una sala, el volumen
de un cuerpo.

Cantidades vectoriales son los estados particulares de las magnitudes
vertoriales, como la velocidad de un corredor, la velocidad de un automoévil.

Cantidades homogéneas son las cantidades de una misma magnitud,
como el volumen de una piedra y el volumen de una caja; cantidades
heterogéneas son cantidades de distintas magnitudes, como la longitud de
un terreno y el peso de una persona.

> EJERCICIO 1

1. Mencione cinco ejemplos de cuerpos animados, cinco de cuerpos inani-
mados, cinco de tunr‘ro: extraterrestres, :

sSom cuerpos una piedra y una gota de agua? Qué diferencia hay entre
ellos?

JExiste algln cuerpo en la Naturaleza que carezca de volumen?

¢0ué diferencia hay entre la superficie de un cuerpo solide y la super-
ficie de un liguidor 2

#ué se quiere decir al expresar que el concepto de superficie es general?

tn =W W
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LA CIENCIA MATEMATICA

Cuando consideramos las cantidades, es decir, los estados particulares
de las magnitudes, pmii‘llms apreciar no solo que pueden ser objeto de
comparacion y determinar igualdad o desigualdad entre esos estados, sing
las variaciones que puede sufrir un mismo estado para tomar otros, en
virtud de los fenémenos naturales (1) (distancia entre dos mdbviles que
aumenta o disminuye; volumen de un solido que se hace mayor por
la accion del calor; presion de un gas encerrado que varia al variar su
volumen. . . }.

La Ciencia Matematica tiene por objeto el estudio tanto de las mag-
nitudes como de las cantidades, que son las variaciones de aquélla en el
tempo y en espacio (estados particulares).

CLASIFICACION DE LA CIENCIA MATEMATICA

Los criterios que generalmente se fijan para clasificar la Ciencia
Matemaitica en elemental y superior son algo arbitrarios.

Las tres ramas mejor caracterizadas de la Ciencia Matemiitica son,
en general, la Aritmética, el Algebra y la Geometria. Mas, siguiendo un
criterio cuantitativo (suma total de asuntos estudiados) y otro cualitativo
(complejidad de los asuntos objeto de estudio), cua!quiﬁrra de estas tres
ramas presenta una serie de niveles que pueden orientarse hacia lo ele-
mental o hacia lo superior.

FORMA EN QUE SE CONSTITUYE LA CIENCIA MATEMATICA

CONCEPTOS INTUITIVOS

En toda consideracidn sobre el cardcter de una ciencia, hay que dis-
tinguir entre objetos y sus relaciones y propiedades de los objetos y sus
relaciones.

Objeto, desde el punto de vista de la ciencia, no tiene que ser nece-
sariamente una cosa material. Es objeto un libro; pero es objeto también
el espacio, un razonamiento, un punto geométrico. Es decir, son objetos
agquellos datos o sistemas de datos que se presentan a nuestra experienci
con cierta perdurabilidad o identidad a través del tiempo.

La inteligencia humana tiene conocimiento de los objetos de diversas
maneras, Hay conocimientos puramente intuitivos, es decir, conocimientos
que logramos por intuicion sensible, por contacto directo con los objetos
sin que medien para ello otros conocimientos anteriores. La mente 1::16
capta sin razonamiento alguno. De este [_ipﬂ es el conocimiento de espacio,
materia, unidad, pluralidad, ordenacion y correspondencia, entre QLTS

Estes conocimientos reciben el nombre de conceptos primitivos
intuitives y también el de nociones intuitivas, y tienen mucha importancia
como fundamento de la Ciencia Matemitica,
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DEFINICIONES

La definicion eXpresa una nocion r_‘n:np]cja mediante la enumeracion
de las nociones mis simples que la integran, Por eso se dice que los objetos
representados por las nociones intuitivas no son definibles, por no existir
nociones previas que las integren.

Son ejemplos de definiciones:

Cantidad es el estado de una magnitud.

Tridngulo es el poligono de tres lados.

PROPIEDADES

Las propiedades de los conceptos primitivos y de los conceptos defi-
nibles forman, por decirlo asi, toda la armazén teérica de la Ciencia
Matemitica y se enuncian en forma de proposiciones logicas, evidentes
o no. Estas propiedades son los postulados y los teoremas.

POSTULADOS

Del mismo modo que existen los conceptos primitivos, hay ciertas
propiedades fundamentales de cardcter también intuitivo y, por tanto,
de captacion espontdnea. Son los postulados.

Postulado es una verdad intuitiva que tiene suficiente evidencia para
ser aceptada como tal.

Son ejemplos de postulados:

Todo objeto es igual a si mismo.

La suma de dos nimeros es tinica,

@ TEOREMA

Hay otras propiedades que han ido surgiendo a partir de un corto
numero de propiedades intuitivas. Tienen un caricter eminentemente
deductivo; requiriéndose este tipo de razonamiento logico (demostracidn)
para que puedan ser aceptados con el cardcter de verdades absolutas. Son
los teoremas,

leorema es, pues, una verdad no evidente, pero demostrable,

Son ejemplos de teoremas:

Si un mimero termina en cero o en cinco es divisible por cinco.

8i un nimero divide a otros varios divide también a su suma.

Tanto el teorema como el postulado tienen una parte condicional
(hipdtesis) y una conclusion (tesis) que se supone se cumple caso de tener
validez la hipotesis. En el postulado este cumplimiento se acepta tdcita-
mente, En el teorema es necesaria la demostracion, (ue consiste en una
srie de razomamientos eslabonados, los cuales se apoyan en propiedades
intuitivas (postulados), en otros teoremas ya demostrados o en ambos.
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LEMA

Es un teorema que debe anteponerse a otro por ser necesarig e
la demostraciéon de este ultimo.

(1) cooaio

Es una verdad que se deriva como consecuencia de un teorema,

RECIPROCO

Reciproco de un teorema es otro teorema cuya hipétesis es la tesis
del primero (llamado teorema directo) y cuya tesis es la hipétesis de|
directo. Ejemplo:

Teorema directo: $1 un nimero termina en cero o en cinco (hipdte-
sis), sera divisible por cinco {tc:us}

Teorema reciproco: Si un numero es divisible por cinco (hipotesis),
tiene que terminar en cero o en cinco (tesis).

No siempre los reciprocos son ciertos; para que sean ciertos tiemen
que cumplir determinadas condiciones,

@ ESCOLIO

Es una advertencia u observacién sobre alguna cuestién matematica.

e

Es una cuestién prictica en la que hay que determinar cantidades
desconocidas 1lamadas incoégnitas, por medio de sus relaciones con canti-
dades conocidas, llamadas datos del problema.

CONCEPTOS PROPIEDADES
CAPTACION Conceptos Postulados
ISPOMTAMIA intuitivon
. ELABORACION Definiciones Teoremit
L —— RACIOMAL




En la ilustracién basada en un friso asirio, aparece Assurbanipal (Sardandpale) guiando a sus scldados en
wna batalla. Los pueblos mesopotamicos representaban los nimeros con marcas en forma de cufia de acuerde
con su escritura cuneiforme; 281, uns MAreh pard ¢l uno: dos para el dos, hasta el nusve. Para el diez, cien, cle.,
usaban signos convencionales. En la ilustracion pusden verse los cudtrd primsros ndmeros.

CAPITULO
NOCIONES SOBRE CONJUNTOS

@ UMIDADES

[.a observacion de un solo ser u objeto, considerado aisladamente,
como una persona, una silla, un pizarron, un libro, nos da la idea
de unidad.

Estos ejemplos que hemos puesto de unidades son de muy diversa
naturaleza y propiedades, pero todos ellos tienen de comin que son una
sola cosa de su especie, La palabra uno se aplica a cualquiera de esos seres
tan diversos, prescindiendo de sus cualidades especiales. En este caso,
efectuamos también una abstraccion (B).

@FLURALIDA.D. CONJUNTO Y ELEMENTO

¥Ya hemos visto (T) que el de pluralidad es un concepto genérico y
el de conjunto, especifico.

Pueden considerarse las pluralidades (genéricamente hablando) como
magnitudes discontinuas, y los conjuntos, como las cantidades correspon-
dientes a esas magnitudes. Asi puedo hablar en general de la pluralidad

de libwos (magnitud), y del conjunto que forman los libros de mi biblio-
teca (cantidad)

13
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Los entes que integran un conjunto pueden ser materiales o no.
Asi. los alumnos de una clase, los libros de una biblioteca, las naciones
de América, los miembros de una familia, son conjuntos formados por
entes materiales; mientras que los puntos de una recta, las rectas de un
plano, los wvértices de un poligono, las ideas de un razonamiento, son
conjuntos formados por entes il‘iﬂiﬂ[f_‘riillfi. 1 _

Cada uno de los seres u objetos que Integran un conjunto es un
elemento del conjunto. Asi, cada uno de los alumnos de una clase es un
clemento del conjunto formado por los alumnos de esa clase; cada uno
de los vértices de un poligono es un elemento el :_'mljunt:} formado por
todos los vértices de dicho poligono. Como vemos, la nocién de elemento
coincide con la de unidad.

Tanwo el de wmdad como el de conjunto y el de pluralidad son
CONCepLos intuitivos.

Para ulteriores desarrollos tiene suma importancia, el siguiente pos-
tulado que ha sido llamado Postulado Fundamental de la Aritmética.

\ todo conjunto se le puede anadir o quitar uno de sus elementos.

RELATI?IDAD DE LO5S TERMINOS CONJUNTO Y ELEMENTO

Los términos conjunto y elemento son relativos. Lo que es conjunto
con relacion a unidades inferiores, puede ser considerado como unidad
con relacion a un conjunto superior. Asi, una docena es un conjunto con
relacion a las doce cosas que la integran; pero con relacion a la gruesa,
que consta de doce docenas, la docena es un elemento.

@ELASES DE CONJUNTOS

Considerados aisladamente, los conjuntos pueden ser homogéneos y
heterogéneos; ordenables o no ordenables; finitos e infinitos; de elementos
naturales y de elementos convencionales. Al comparar conjuntos puede
suceder que éstos sean iguales o no iguales; coordinables y no coordinables.

COMJUNTOS HOMOGEMEOS Y HETEROGEMEOS

Suele decirse que un conjunto es homogéneo cuando los elementos
que lo integran son de la misma especie y heterogéneo cuando sus elemen-
s no son de la misma especie.

Sin embargo, el concepto de especie estd sujeto al criterio de homo-
geneidad que se considere, Este criterio debe fijarse claramente.

COMJUNTOS ORDEMABLES Y NO ORDEMABLES

Siempre que en un conjunto pueda fijarse un criterio de ordenacion
tal que permita determinar la posicion de un elemento con respecto a los
demds, se dice que es ordenable, Los alumnos de un aula constituyen un
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conjunto ordenable con respecto a su estatura, a su edad o a su aprovecha-
miento en matemaitica,

Conjunto no ordenable es aquél en el cual no se puede fijar tal crite-
rio. Las moléculas de un gas constituyen un conjunto no ordenable, debido

a que el constante movimiento que realizan no permite establecer una or-
denacion entre ellas.

CONJUNTOS FINITOS E INFIMITOS

Cuando todos los elementos de un conjunto ordenable, sean o no
entes materiales, puedan ser considerados uno por uno, real o imagina-
riamente en determinado tiempo, se dice que el conjunto es finito.

Asi, el conjunto de las naciones de América es finito, porque pode-
mos enunciarlas a todas, una por una, en un tiempo determinado; el
conjunto de los alumnos de un aula es finito, porque yo puedo designar
a cada uno por su nombre en un tiempo determinado.

Son infinitos los conjuntos en los que no se cumplen las condiciones
anteriores. Es decir, los conjuntos en los cuales si se intentase considerar
uno por uno sus elementos, real o imaginariamente, esta operacién no
tendria fin en el tiempo.

Son infinitos los puntos de una recta; las rectas que pueden pasar
por un punto; los didmetros de una circunferencia, etc.

COMJUNTOS DE ELEMENTOS MATURALES
Y DE ELEMENTOS COMVEMCIOMALES

Son conjuntos de elementos naturales las cantidades discontinuas, como
los ldpices de una caja y los empleados de una oficina. En estos conjuntos,
los elementos son perfectamente identificables de un modo natural.

Cuando una cantidad continua ha sido real o imaginariamente seccio-
nada en elementos artificiales iguales, el conjunto de estos elementos se
comporta de un modo similar a las cantidades discontinuas. Se dice en-
fonces, que forman un conjunto de elementos convencionales,

COMPARACION DE COMJUNTOS. CONJUNTOS IGUALES
CONJUNTOS PARCIALES. CONJUNTOS MO IGUALES

Al comparar dos conjuntos K y L, puede suceder:

17 Que todo elemento del conjunto K esté en el conjunto L y
viceversa.

2% Que K y L tengan alguno o algunos elementos comunes,

4% Que K y L no tengan ningin elemento comin.

En el primer caso, se dice que los conjuntos son iguales. El conjunto
formado por las letras A, B, C y D es igual al conjunto formado por las
letras I, C, B y A.
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En el segundo caso se dice que el conjunto tormado por los elementos
comunes es parcial con respecto a K y parcial con respecto a L. Asi, el
conjunto formado por las letras D, E, F y G es parcial con respecto al
conjunto formado por las letras A, B, C, D, E, F y G, y es también parcial
con respecto al conjunto formado por las letras D, E, F, G, H e L

En el tercer caso, se dice que el conjunto K y el conjunto L son dos
conjuntos no iguales. El conjunto formado por las letras A, B, C, D y E,
es un conjunto no igual al formado por las letras F, G, H, T y ].

COMJUNTOS COORDIMABLES Y NO COORDIMABLES
Véanse numeros 28 y 29.

EJERCICIO 2

Cite cinco ejemplos de unidades materiales.
Cite cinco ejemplos de unidades inmateriales.
Cite cinco conjuntos que conozca.

Cite tres ejemplos de conjuntos iguales.

Lol ol

C\DHHESPQHDEHCIA ENTRE ELEMENTOS
El ejemplo siguiente ilustra este concepto.

En la sala de una casa hay un conjun-
to de persomas integrado por Carlos, Juan,
Pedro y Roque, y en la sombrerera un con-
junto de sombreros. Al marcharse, cada
petsona toma un sombrero, de este modo:

Cada persona ha tomado un sombrero y cada sombrero pertenece a
una persona distinta, sin que quede ninguna persona sin sombrero ni nin-
gin sombrero sin duefio. En este caso decimos que entre el conjunto de
las personas y el conjunto de los sombreros existe una correspondencia

perfecia o biunivoca que también se llama coordinacion.
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Cuando se establece una coordinacién, se llaman elementos homélogos
a los elementos que se EDI‘I‘IE'EPDI"I{[ETI. Asi, en el ﬂjempln anterior son ele-
mentos homologos: Carlos y sombrero negro; Juan y sombrero carmelita:
Pedro y sombrero gris; Roque y sombrera azul. '

Generalizando la nocidn ilustrada con el ejemplo anterior podemos
decir que:

Dos conjuntos son coordinables cuando entre sus elementos puede
establecerse una correspondencia biunivoca ¢ perfecta, de modo que a
cada elemento del primer conjunto corresponda uno y s6lo un elemento
del segundo conjunto, y a cada elemento del segundo conjunto corres-
ponda uno y solo un elemento del primer conjunto,

A los conjuntos coordinables se les llama también equivalentes.

CDHJ’UHTGS MO COORDINABLES

Cuando entre dos conjuntos no puede establecerse una corresponden-
cia perfecta, porque sobran elementos de uno de los conjuntos, los con-
juntos son no coordinables.

Asi, si en una clase entra un conjunto de alumnos y después de
ocupar todas las sillas del aula quedan algunos alumnos de pie, €l con-
junto de los alumnos no es coordinable con el conjunto de las sillas
del aula.

@ ALGUNOS POSTULADOS SOBRE LA COORDINACION

DE CONJUNTOS

1) 5i a cada uno de dos conjuntos coordinables se afade o suprime

elemenio, los conjuntos que resultan son coordinables.
COMJUMNTOS ler. CASO 2da. CASO
A B CoD fets futet ACN.€
| 1 1 1 I )
A B COD A C DE el e -~
a) Dados dos CONjUNLos finitos, o son coordinables o uno de ellos

¢ rarirel i na bl e {30 [r,:”ll' ilel otro.

Tenemos un conjunto de pomos y un conjunto de tapas, Si inten-
tamios colocar una tapa a cada pomo, puede suceder lo siguiente:

a) Cada pomo queda con su tapa.
b) Algunos pomos se quedan sin tapas.
) Después de tapar todos los pomos, sobran algunas tapas,
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ler. CASO 2do. CASO Jer. CAS0O

E = a3 - B b = L - . '-‘.

FIGURA 10 |

En el primer caso los dos conjuntos son coordinables,

En el segundo caso una parte del conjunto de pomos es coordinable
con el conjunto de tapas.

En el tercer caso una parte del conjunto de tapas es coordinable con
el conjunto de pomos.

8) Si dos conjuntos finitos estin coordinados de cierta manera, la
coordinacion siempre sera posible de cualquier otro modo que se ensaye.

A continuacién exponemos tres modos (de los muchos que hay) de
coordinar los conjuntos ABCDE y MNOPQ:

111301 251531 a5
| I | [ |
o il o P Q M ONEPRQ nprlq

Corolario: Si dos conjuntos finitos no son coordinables de un cierto
modo, la coordinacion nunca serd posible, cualquiera gque sea el modo
de ensayarla.

Tenemos un conjunto de ldpices en un aula. Repartimos los ldpices
dando uno a cada alumno y al final quedan varios alumnos sin lipices, lo
que indica que el conjunto de ldpices no es coordinable con el conjunto
de alumnos. Si entonces recogemos todos los ldpices y los distribuimos de
otro modo, dando siempre uno a cada alumno, es evidente que al final
quedard el mismo nimero de alumnos sin ldpices que antes.

"j EJERCICIO 3

v Coordine de todos los modos posibles los conjuntos formados por las
2 letras de las palabras casa y mesa; rosal ¥ plato,

Explique cudndo serdn coordinables un conjunto de sombreros y un con-
junto de personas; un conjunto de sillas y un conjunto de personas; un
g Somjunio de alumnos y un conjunto de SUSPENSOs,

" Explique cudndo no son coordinables un conjunto de alumnos y un
conjunto de sobresalientes; un conjunto de soldados y un conjunto de

2 :i:: un J'fmjl;xlnmldn antomdbviles y un conjunto de choferes. b

- 45om coordinables los conjuntos de letras cama y mesa; Adin d
tabla y bala; toca y ll[ﬂl‘l?j : :

'|’
M

oo —
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@cuacrms DE LA COORDINACION DE CONJUNTOS

Cardcter idéntico: Todo conjunto es coordinable con si mismo.

Cardcter reciproco: Si un conjunto es coordinable con otro, ese otro
conjunto es coordinable con el primero.

Cardcter transitivo: Si un conjunto es coordinable con otro, y éste
es coordinable con un tercero, el primero es coordinable con el tercero

@suczsmu FUNDAMENTAL DE CONJUNTOS
La serie o sucesién de conjuntos finitos

] A: 'A" B: 'A"“ B' Cl‘ A, Br l:i D.F Al: Bl cr nl El.' LR

- £ e e S— > o
conjunto con junto
vacio de un solo
alemento

amplisciones del
concepto de comjunto

en la cual cada conjunto tiene un elemento mis que el conjunto anterior
¥ en la que puede suponerse que A es un conjunto de un solo elemento, que
tuene un elemento mds que el conjunto nulo anterior o conjunto que carece
de elementos, representa la sucesion fundamental de los conjuntos finitos.

Afiadiendo un elemento a un conjunto cualquiera de la sucesion
fundamental, que eventualmente quisiera considerarse como el Gltimo (25),
obtenemos uno mayor (siguiente). Afiadiendo a éste un elemento mas,
obtenemos el que le sigue, y asi sucesivamente.

En esta sucesion no hay dos conjuntos que sean coordinables entre
si. Por tanto, todo conjunto finito cualquiera es coordinable con uno y
silo con uno de la sucesion fundamental.

Por lo general, para representar la sucesion fundamental de con-
juntos finitos se utilizan las letras mayusculas del alfabeto, en la forma
tlustrada arriba.

EL NUMERD MATURAL

CONCEPTO DE NUMERO MNATURAL

La figura 12 representa un conjunto de ruedas y un conjunto de
ajas, coordinable a la vez con el conjunto A, B, de la sucesion funda-
memntal, y, por tanto, coordinables entre si. |

En la fjgur;l. 13 representamos varios conjuntos coordinables a la
ez com el comjunto A, B, C, de la sucesion fundamental, V, por tanto,
toordinables entre si.

En la figura 14 representamos varios conjuntos coordinables con el
conjunto A, B, C, D, de la sucesion fundamental, y, por wanto, coordi-
nables entre sf
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Pudiésemos continuar con ejemplos similares y TEPTesentar conjuntos
de cosas que fuesen coordinables respectivamente a su vez, con los con-
juntos de la sucesién fundamental: A, B, C, D, E: A, B, C, D, E, By,
etcétera. Pudiésemos también representar varios “conjuntos de un solo
elemento”™ que fuesen coordinables con el conjunto A de la sucesién
fundamental. Inclusive pudiésemos Imaginar varios conjuntos vacios, quf.:
vendrian a ser coordinables con el conjunto nulo de la sucesion funda-
mental (32).

La coordinacién de los conjuntos representados en la figura 12, hace
surgir en nuestra mente la idea del dos.

La coordinacion, en la figura 13, hace surgir la idea del tres; y en la
figura 14, la idea del cuatro.

Puede comprenderse que en forma similar y con otros ejemplos,
podemos hacer surgir en nuestra mente, la idea del cinco, del seis..., asi
como del uno y del cero,

Los conceptos de cero, de uno, de dos, de tres, de cuatro, de cinco,
de seis. .., etc., son conceptos abstractos, y Tepresentan, respectivamente,
la propiedad comin a todos los conjuntos coordinables entre si. Se dice
que los conceptos de cero, de uno, de dos, de tres, etc., son niimeros
naturales,

Namero natural es, pues, un concepto abstracto que simboliza cierta
propiedad comiin a todos los conjuntos coordinables entre si.

@ SERIE DE LOS MUMEROS MATURALES

S¢ ha visto que cada conjunto de la sucesion fundamental representa
un iamero. Esos nimeros los llamamos cero, uno, dos, tres, cuatro, cin-
o, efc., ¥ los representamos 0, 1, 2, 8, 4, 5, etc., de este modo:
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Coujsmato; - M kil A€ LR B A,B,C,D,E; ...

= cero uno dos “Frés cuafro cinco
o ! 2 3 4 5

y esta sucesion o serie infinita es Jo que se llama serie de los niimeros
naturales o serie natural de los niimeros,

ESCOLIO

Dado lo dificil del CONCEPto, se ‘ncurre muchas veces en el error de
creer que las palabras cero, uno, dos, tres, cuatro, etc., y los signos 0, 1, 2,
3, 4, etc,, son los nimeros naturales, lo cual ne es clerto. Esas palabras
y esos signos no son los nimeros naturales sino solamente el medio de
que nos valemos para expresar Y Tepresentar los nimeros naturales (del
mismo modo que un caballo representado en un cuadro no es un caballo,
sino la representacion o imagen de un caballo) .

Asi, jqué es tres? Una palabra con la cual expresamos la pluralidad
comun a toda la serie de conjuntos coordinables entre si y con el conjunto
4, B, C de la sucesion fundamental.

¢Qué es 67 Un signo con el que representamos en la escritura la plu-
ralidad comin a toda la serie de conjuntos coordinables entre si y con el
conjunto 4, B, C, D, E, F de la sucesién fundamental.

OPERACION DE CONTAR

La coordinacién de conjuntos es una operacion que con frecuencia se
realiza. Por ejemplo:

El administrador de un teatro que quiere que cada uno de los
espectadores que asistan a una funcion tenga su asiento de modo que no
queden espectadores de pie ni tampoco asientos vacios, tiene que coordi-
nar el conjunto de los espectadores con el conjunto de los asientos, Para
ello, manda a hacer tantas entradas como asientos hay en el teatro y va
entregando una a cada espectador que viene a comprarla a la taguilla,
Cuando se entregue la ltima entrada a un espectador, ya estardn ocupa-
dos todos los asientos, o sea, que el conjunto de los espectadores y el
conjunto de los asientos estardn coordinados.

En este caso, lo que ha hecho el administrador del teatro ha sido coor-
dinar el conjunto de los espectadores con el conjunto de las entradas, que
4 3u vez era coordinable con el conjunto de los asientos del teatro, o sea.
ue hemos contado tantos espectadores como asientos hay en el teatro,
utilizandao para eilo como conjunto de referencia o tipo de comparacion
¢l conjunto de las entradas. " .

Para contar los objetos y coordinar conjuntos cuando sea necesario,
* utiliza como conjunio de referencia un conjunto fijo que es el conjunto
e los nimeros naturales.

Contar un conjunto es coordinar sus elementos con una parte de la
“Tie de los niimeros naturales comenzando por el 1.
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Cuande una cantidad continua ha sido real o Imaginariamente seccio-
nada en elementos artificiales iguales, el conjunto de estos elementos se
comporta de una manera similar a las cantidades discretas y puede, por
tanto, ser objeto de conteo.

El agua contenida en un recipiente (cantidad discreta) puede vaciarse
en una serie de frascos iguales para después contar los frascos que resultan
llenos, es decir, las porciones de agua contenidas en aquél.

La distancia entre dos puntos (cantidad continua) puede ser también
seccionada en partes iguales por varios puntos, para luego contar las dis.
tancias entre cada dos puntos consecutivos.

Mediv es comparar dos cantidades homogéneas. Supongamos la lon-
gitud de una mesa y la longitud de una regla (cantidades homogéneas),
Llevemos la longitud de la regla sobre la longitud de la mesa, ¥ supon-
gamos que cabe exactamente doce veces. Hemos medido la longitud de
la mesa con la longitud de la regla. Una de las cantidades, en este caso la
longitud de la regla, se llama unidad de medida. La otra cantidad es la
cantidad que se mide. Pudiera medirse también en forma similar la super-
ficie de la pizarra con la superficie de una hoja de papel; el peso de un
libro con el peso de otro libro, etc.

A diferencia de lo que sucede con las cantidades discretas, las unidades
de medida no son naturales, sino convencionales,

@ NUMEROS ABSTRACTOS Y CONCRETOS

El ntimero abstracto es el niimero propiamente dicho. Asi, 1 (uno),
5 (cinco), 18 (dieciocho) representan nimeros abstractos.

Cuando coordinamos los elementos de un conjunto homogéneo de
cosas (cantidad discontinua), digamos, por ejemplo, los limones que hay
€N una caja, con una parte de la serie de niimeros naturales (abstractos),
comenzando por el uno, es decir, cuando contamos los elementos de un
conjunto homogéneo de cosas (36), el resultado es un nimero concreto.

Cuando coordinamos los elementos iguales determinados artificial-
mente en una cantidad continua por medio de una medicién, pongamos
por caso, la longitud de un pedazo de soga que al medirse con la longitud
de un metro ha quedado imaginariamente seccionado en cuatro porciones
iguales a la longitud de ¢1, con una parte de los niimeros naturales, comen-
zando por el uno, estamos, en cierta forma, contando también. S6lo que
en este caso, las unidades no son naturales, como sucede con las cantidades
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discontinuas, sino convencionales (27), y la coordinacidn se va efectuando
al mismo tiempo que la medicion, es decir, al mismo tiempo que la
comparacion de la unidad de medida (convencional) con la cantidacd fue
se mide, En este caso el resultado es también un nimero concreto.

Este tipo de nimero concreto se representa tambidn por el cardinal
abstracto correspondiente a la parte de los nimeros naturales empleada
para la coordinacion y el nombre de la unidad convencional utilizada para
medir la cantidad continua.

51 en esta medicion se llegd al nimero cuatro, se dice cuatro metros
v s¢ escribe 4 metros. Este es, pues, un numern Concreto.

Utros numeros concretos son 25 sillas, 32 vacas, 150 kilémetros,
16 kilogramos.

SER!ES DE NUMEROS CONCRETOS

Cuando se tiene una serie de dos o mis nimeros concretos puede
suceder que sean homogéneos o heterogéneos.

Son homogéneos los nimeros concretos que representan estados de
la misma magnitud. Por ejemplo:

9 metros, 8 metros
2 ldpices, 12 lapices, 17 ldpices
Son heterogéneos los niimeros concretos que representan estados de
distinta magnitud. Por ejemplo:
25 libros, 8 vacas
5 metros, 19 kilogramos, 4 litros

Los nimeros complejos o denominados podemos definirlos como las
series de numeros concretos homogéneos que representan estados de la
misma magnitud continua, expresados en distintas unidades concretas
pertenecientes a un mismo sistema de medida. Asi, 6§ metros, 8 decime-
tros ¥ 4 centimetros es un nimero complejo o denominado.

NUMERO CARDINAL

Cuando contamos los elementos de un conjunto, el nimero que
corresponde al dltimo elemento se llama nimero cardinal del conjunto.

El mimero cardinal del conjunto T N I
MNPQRSTUV es § porque 4

I sumern carding £ 1 conjunio representa el conjunio,

CARACTERES DEL MUMERO CARDINAL

1} F.i mdirmens arilinal de umn rnn'||l|.in Blempre  on el milEmo. 1,l.1‘.||-

AL wtn Fl ordeErn en INRLL i ELEnneE LRES 1-]11”'-..'1'-\
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Contando de tres modos distintos las letras de la palabra libreta
tendremos:
ET A

e
HI”M tésl b3y
7 7

En el primer caso contamos de izquierda a derecha: en el segundo,
de derecha a izquierda, y en el tercero, en orden alfabético, y en todos
ellos el numero correspondiente al ulumo elemento ha sido el 7, que es
el nimero cardinal del conjunto.

2) Todos los Em'lj-untmi coordinables entre si tienen el mismo nime.
ro cardinal, cualquiera que sea la naturaleza de sus elementos.

RET A
¢ 31 1

7

- 00

1
5 4

e e

Consideremos tres conjun-

tos: uno de personas, otro de Pedro ..... A .. ... lipix verde . . T
letras y otro de ldpices, coordi- Rosa ...... | S lipiz rojo.. .. ... b
nables entre si, como se indica ] 1o TR o i lapiz negro.. .. . 3

a continuacion: e Elsa ...... R lipiz azul ... . . 4

El conjunto de personas Pedro-Rosa-Maria-Elsa estd coordinado con
el conjunto de letras AMOR y con el conjunto de lipices, y cada uno de
ellos a su vez esta coordinado con el conjunto de nimeros naturales del
I al 4, luego el 4 es el nimero cardinal de estos tres conjuntos, coordina-
bles entre si.

El nimero cardinal representa todos los conjuntos coordinables entre
si, prescindiendo de la naturaleza y del orden de sus elementos.

NUMERO ORDINAL

Cuando se cuentan los elementos de un conjunto, el nliimero natural
que corresponde a cada elemento del conjunto se llama ndmero ordinal
de dicho elemento,

Asi, al contar las letras de
la palabra CABLES, tenemos: "l

Aqui vemos que, contando de izquierda a derecha, el numero ordi-
nal de la letra C es el 1, o sea, (que la C es el primer elemento; el nimero
ordinal de Ja A es el 2, o sea, que la A es el segundo clemento; el nu
mere ordinal de la E es el 5, o sea, que la E es el quinto elemento, etc.

| 51 se varia el orden, varia ¢l nimern |
ordinal de cada elemento, En efecto, con- E T I I I I
tando en orden alfabético, tenemos: ol
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El numero ordinal representa un elemento de un conjunto teniendo

en cuenta ¢l orden de los mismos.
Los numeros ordinales, en rigor, se representan 19, 29, 39, 49, etc,
pero en la prictica suelen emplearse los numeros 1, 2, 3, 4, etc., porque
se sobreentiende que el elemento al que corresponde el 1 al contar en un

orden dado es el 19 el elemento al que corresponde el 2 es el 29, etc.
En resumen:

El numero cardinal representa un conjunto v €l mimero ordinal
representa un elemento teniendo en cuenta el orden.

# EJERCICIO 4

1. ¢L6émo coordinaria el conjunto de las habitaciones de un hotel con un
conjunto de huéspedes utilizando como conjunto de referencia piedrecitas?
¢Qué quiere decir que en una sala hay 25 personas?

¢Qué¢ operacién hace Vd. para saber que tiene § lipices?

Si un conjunto de personas y otro de mesas son coordinables con el con-
junto ABCDE de la sucesién fundamental, ¢cudl es el nimero cardinal
de estos conjuntos?

B. Qué es el 37 sQué es el 57 ¢Qué es el 9

B 20 B3

LA ARITMETICA Y SU OBJETO

El concepto de nmimero natural sufre una serie de ampliaciones a
través del desarrollo de la Ciencia Matemdtica, Una de estas ampliacio-
nes es la de considerar al cero como un nimero que representaria la
unica propiedad comin a todos los conjuntos nulos o carentes de
elementos.

Otras de las ampliaciones son las que se refieren a los nimeros frac-
cionarios (336) y a los ntimeros irracionales (482).

Una nueva ampliacién nos lleva al concepto de numero negativo (V)
Este concepto transforma todo el sistema de los ntimeros naturales, frac-
cionarios e irracionales. Los niimeros negativos constituyen uno de los
fundamentos del cilculo algebraico.

Tanto los nimeros naturales como los fraccionarios e irracionales
reciben el nombre de nimeros reales.

Una considerable e importantisima ampliacion del campo numérico,
tiene lugar con la introduccién de los nimeros no reales (complejos).

Suele dirsele el nombre de nimero entero (positivo o negativo) al
numero real que no es fraccionario ni irracional. Los nimeros naturales
“m, pues, los niimeros enteros positivos.

Definiremos, pues, la Aritmética General como la Ciencia Matemi-
“a que tiene por objeto el estudio de los nimeros (naturales o no),

La Aritmética Elemental, que es la que se desarrolla en esta obra,
tene por objeto el estudio de los nimeros reales positivos,

L1} Balder, Algebra Elemental (11),



Griegos y romanos no luvieron una adecuada manera de representar los nimeros, lo que les impidid hacer
mayores progresos en &l ehleuls matematico. Los hindies, ¢n eambio, habian desarrellade un practico sig-
tema de notacion numeral, al descubrir el cero y ol valor posicional de las cifras. Los drabes dieron a co-
nocer ¢l sistema en Europa a partir del sigle VIl (D. C.). Por e80, nueslras cilras s¢ laman indeardbigas.

CAPITULO ||

NUMERACION

ESTUDIO DEL SISTEMA DECIMAL

'@ LA MUMERACION es la parte de la Aritmética que ensefa a expre-
sar y a escribir los nimeros.

La numeracidn puede ser hablada v escrita.
Numeracion hablada es la que enseiia a expresar los nimeros.
Numeracién escrita es la que ensefia a escribir los ntimeros.

&

\ 44 )GENERACION DE LOS NUMEROS

Los nidmeros se forman por agregacion de unidades. Asi, si a una
unidad o nimero uno agregamos una unidad, resulta el nimero dos; si
a éste agregamos otra unidad, resulta el nimero tres: si a éste Agregamos
otra unidad, resulta ¢l namero cuatro, Y asi sucesivamente,

De lo anterior se deduce (que la serie natural de los niimeros no tiene
fin porque, por grande gue sea un numero, siempre podremos formar otro
mayor agregandole una unidad.

26 l



HUMERACION @ 27

@CTFRAS 0 GUARISMOS son los signos que se¢ emplean para repre-
sentar los numeros.

Las cifras que empleamos, llamadas cifras ardbigas porque fueron in-
troducidas por los drabes en Espafia, son 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, Byo.

El cero recibe el nombre de cifra no significativa o cifra auxiliar y
las demds son cifras significativas.

@CIFRA CERO

Hemos visto (34) que el 0 representa los conjuntos nules o conjuntos
que carecen de elementos.

Asi pues, la cifra cero carece de valor absoluto y se emplea para es-
cribirla en el lugar correspondiente a un orden cuando en el numero que
se escribe no hay unidades de ese orden. La palabra cero proviene de la
voz drabe ziffero, que significa lugar vacio.

@ NMUMERO DIGITO es el que consta de una sola cifra, como 2, 3, 7, B.

@HUMEEG POLIDIGITO es el que consta de dos o mds cifras, como
18, 526.

o 5 .
\ 49 | SISTEMA DE NUMERACION es un conjunto de reglas que sirven
para expresar y escribir los nimeros.

N

kSrlJ" BASE de un sistema de numeracion es el nimero de unidades de un
= orden que forman una unidad del orden inmediato superior. Asi,
en el sistema decimal empleado por nosotros, la base es 10 porque 10 uni-
dades de primer orden forman una decena; diez decenas forman una cen-
tena, etc.

En el sistema duodecimal, que también se emplea mucho en la pric-

tica, la base es 12 porque 12 unidades forman una docena y 12 docenas
forman una gruesa.

p

5_!) PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

En los sistemas de numeracion se cumplen los siguientes prin-
cipios:

e

1) Un ntmeto de unidades de un orden cualquiera, igual a la base,
forma una unidad del orden inmediato superior.

2) Toda cifra escrita a la jzquierda de otra representa unidades tan-
tas veces mayores que las que representa la anterior, como unidades tenga
la base. Este es el principio del valor relativo.
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3) En todo sistema, con tantas cifras como unidades tenga la base
contando el cero, se pueden escribir todos los nimeros. ’

Estos principios se aclararin convenientemente con el estudio del sis.
tema decimal y de los demds sistemas de numeracién que se hace a con.
tinuacion. (Ver numero 70).

ESTUDIO DEL SISTEMA DECIMAL

que empleamos nosotros.

NUMERACION DECIMAL HABLADA

@ BASE DEL SISTEMA DECIMAL

La base del sistema decimal es 10, lo que significa que diez unidades
de un orden cualquiera constituyen una unidad del orden inmediato su-
perior y viceversa, una unidad de un orden cualquiera estad formada por
diez unidades del orden inmediato inferior.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL O CONVYENIO DE LA
NUMERACION DECIMAL HABLADA

Es que diez unidades de un orden cualquiera forman una unidad
del orden inmediato superior.

@ NOMENCLATURA

La numeracidn decimal consta de drdenes y subérdenes.
Veamos su formacion.

56 | ORDENES

$1 al ndmero 1, que es la unidad de primer orden, afiadimos suCesi-
vamente,y una a una, unidades, formaremos los nimeros dos, tres, cuatro,
cinco, etc., hasta llegar a diez unidades, que ya forman una decena o uni-
dad del orden superior inmediato,

Decena es la unidad de segundo orden y es la reunion de diez uni-
dades. A una decena afiadimos los nombres de los nueve primeros ni-
meros y obtendremos el once, doce, trece, etc., hasta llegar a veinte o dos
decenas; a éste afiadimos nuevamente los nombres de los nueve primeros
nameros y formamos el veintiuno, veintidos. veintitrés, etc., hasta treinta
© tres decenas y procediendo de modo semejante obtendremos el cuarenta
O cuatro decenas, cincuenta o cinco decenas, etc., hasta llegar a cien o diez
decenas, que ya forman una unidad del orden superior inmediato.



NUMERACION @ 29

Centena es la unidad de tercer orden y es la reunidn de diez decenas
o cien unidades.

5i a la centena afiadimos los nombres de los noventa y nueve prime-
ros numeros, iremos formando los nimeros ciento uno, ciento dos, ciento
tres, etc., hasta llegar a doscientos o dos centenas; si con éste procedemos
de modo semejante, iremos obteniendo trescientos o tres centenas, cuatro-
cientos o cuatro centenas, etc., hasta llegar a diez centenas o mil, que ya
forman una unidad del orden superior inmediato.

Millar es la unidad de cuarto orden y es la reunién de diez centenas
o mil unidades. Si al millar afiadimos los nombres de los novecientos no-
VENnta y nueve primeros nimeros, iremos obteniendo los ndmeros sucesi-
vos hasta llegar a dos mil o dos millares; tres mil o tres millares, etc., hasta
diez mil o diez millares, que ya forman una unidad del orden superior in-
mediato.

Decena de millar es la unidad de quinto orden y es la reunién de
diez millares o diez mil unidades. Afiadiendo a una decena de millar los
nombres de los nueve mil novecientos noventa y nueve primeros nime-
ros, formaremos el veinte mil o dos decenas de millar, treinta mil o tres
decenas de millar, etc., hasta llegar a diez decenas de millar, o cien mil,
¥ que constituyen una unidad del orden superior inmediato.

Centena de millar es la unidad de sexto orden y es la reunién de diez
decenas de millar. De modo semejante llegaremos al millén o unidad de
séptimo orden que consta de diez centenas de millar o mil millares: de-
cena de millén o unidad de octavo orden, que consta de diez millones:
centena de millon o unidad de noveno orden; unidad de millar de millén
0 unidad de décimo orden; decena de millar de millén o unidad de un-
décimo orden; centena de millar de millén o unidad de duodécimo orden;
billén o unidad de décimo tercer orden y que es la reunién de un millén
de millones; trillén o unidad de décimo noveno orden que es la reunidn
de un millon de billones; cuatrillon o unidad de vigésimo quinto orden
que es la reunion de un millon de trillones; quinquillén o unidad de tri-
gésimo primer orden; etc.

OBESERVACIONM

En algunos paises como Estados Unidos de América, Francia y Alema-
nia, tienen un criterio distinto al nuestro. Llaman billén al millar de mi-
Hones o unidad de décimo orden: trilldn a nuestro billon; cuatrillén a
nuestro millar de billones, et

(57 CLASES Y PERIODOS
2 La reunidm de tres drdenes, comenzando por las unidades simples,
constituye una clase; asl, las unidades, decenas y centenas forman la clase de
las unidades; las unidades de millar, decenas de millar y centenas de millar
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forman la clase de los millares; las umdades de millén, decenas de millan
y centenas de millon forman la clase r_le los millones; las unidades de mj-
llar de millén, decenas de millar de millén y centenas de millar de millén
forman la clase de los millares de millén; las unidades de billén, decenas
de billén y centenas de billon forman la clase de los billones, y as{ suce-
sivamente.

La reunion de dos clases forman un periodo. Asi, la clase de las uni-
dades v la clase de los millares forman el periodo de las unidades: la clase
de los millones y la de los millares de millon forman el periodo de los mi-
llones; la clase de los billones y la de los millares de billon forman el p.p_-.
riodo de los billones; v asi sucesivamente.

sUBORDENMNES

Del mismo modo que la decena consta de diez unidades, la centena
de diez decenas, etc., podemos suponer que la unidad simple o de primer
orden estd dividida en diez partes iguales que reciben el nombre de déci-
mas y que constituyen el primer suborden; cada décima se divide en otras
diez partes iguales llamadas centésimas y que forman el segundo suborden:
cada centésima se divide en otras diez partes iguales llamadas milésimas
que forman el tercer suborden; y asi sucesivamente se van obteniendo las
diezmilésimas o cuarto suborden; las cienmilésimas o quinto suborden; las
millonésimas o sexto suborden: etc,

EJERCICIO 5

>

. ¢Qué forman diez decenas; diez centenas de millar; diez millones?
2. ¢Qué forman cien decenas; cien centenas; cien millones?

9. ¢Qué forman mil unidades; mil decenas; mil centenas?

4 OQué forman mil millares: diez mil centenas; cien mil decenas?
5

#Qué {I:-rman‘ cien decenas de millar; mil centenas de millar: diez mil mi-
llones; un millén de millones?

#Cudntas unidades tiene una unidad de tercer orden: de cuarto orden;
de quinto orden?

7. 4 s y . ‘ ,
f;i;‘:#m!;u tiene una unidad de cuarto orden: de quinto orden; de

8. yCudnios millares tiene un millén; cudntas decenas de millar tiene una

. : de millar de millén; cudntos millones un billdn?

o #Cudntas centenas hay en 4 millares; en § millones; en 5 centenas de millar?
« #Cudntas décimas hay en una unidad; en una decena: en un millar?

11.  yCudntas centésimas hay en una decena; cudntas milésimas en una centena;
cudntas diezmilésimas en un millar?

12.  sCodntas décimas hay en 3 unidades; en 2 decenas: en 1 centenas?

% cﬂht:-t. a'.-.f:n“f“"'“ hay en 6 centenas; en 3 millares: en 2 unidades de

-

M SN e == e mm— — e —_——— = = - -‘“"‘

- . .
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14, Cudntas décimas forman 2 centenas; cudntas centésimas 2 decenas: cudntas
milésimas 3 centenas?

LB ¢Cudles son las decenas de decenas; las centenas de las decenas; los millares
de centena; los millones de milldn?

6. ¢Cuiles son las décimas de centenas; las centésimas de los millares: las
millonésimas de los billones?

17. sCuidles son las décimas de decena; las centésimas de decena: las milésimas
de centena; las malésimas de decena#

L8 ¢Qué orden representa la primera cifra de la izquierda de un nimero de
3 cifras; de 4 cifras; de 6 cilfras?

18, sQué orden representan la primera y tercera cifra de la izquierda de un
numero de 4 cifras; de 5 cifras: de & cifras?
".I.D_

L=

¢{Cudntos guarismos tiené un numero cuya cifra de mayor orden repre-
senta decenas de centena; centenas de millar; millares de millén: billones?

NUMERACION DECIMAL ESCRITA

@FRIHEIFID FUNDAMENTAL O CONYENIO DE LA
NUMERACION DECIMAL ESCRITA

Es que toda cifra escrita a la izquierda de otra representa unidades
diez veces mayores que las que representa la anterior y viceversa, toda cifra
escrita a la derecha de otra representa unidades diez veces menores que
las que representa la anterior.

Asi, si a la izquierda de la cifra 4 ponemos 5, formamos el nimero 54,
en el cual el 4 representa unidades y el 5, por estar escrito a la izquierda
del 4, representa unidades diez veces mayores que las que representa éste,
o sea, decenas. Si a la izquierda del 54 escribimos un 8, formaremos el
numero 854, donde el 5 representa decenas y el 8 por estar escrito a su
izquierda representa unidades diez veces mayores, o sea centenas.

@ VALOR ABSOLUTO Y RELATIVO

Toda cifra tiene dos valores: absoluto y relativo,

Valor absoluto es el que tiene el nimero por su figura, y valor rela-
tive es el que tiene el nimero por el lugar que ocupa.

Asi, en el namero 4344 el valor absoluto de los tres 4 es el mis
mo: cuatro unidades, pero ¢l valor relativo del 4 de la derecha es
¢ unidades del primer orden; el valor relativo del 4 de las decenas
€ 4 2 10 = 40 unidades de primer orden; el valor relativo del 4 de los
millares es 4 » 10 % 10 = 10 = 4000 unidades del primer orden.

El valor relativo del 3 es 3 x 10 x 10 = 300 unidades del primer orden.
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#  EJERCICIO 6

1. Diga el valor relativo de cada una de las cifras de:

16 164 13000 1432057
a0 1963 72576 25437056
105 2184 890654 103470543

2. ¢En cudntas unidades disminuyen los nimeros
176 cambiando el 7 por 07

2M " w 2y eld por O?
1362 " » 1, el 3 y 6 por Q7
23140 i » 1 por 0y el 4 por 3?
186754 " » 6 por 4 y el 5 por 2?
974532 " w 4 por 3, el 5 por 4 y el 3 por 07

3. ¢En cudntas unidades aumentan los nimeros
76 cambiando el 7 por 9

123 " m 1 por 2yel 2 por 3?

304 " » 4y el5 por 62

321 i w 3 por 5, el 2 por 4 y el 1 por 4?
2615 " w 2 por 4, el 6 por 8 y el 5 por 6

4. ¢Aumentan o disminuyen y cudnto en cada caso los nimeros

86 cambiando el 8 por 6 y el 6 por 8
1234 » 2 por 3, el 3 por 2 y el 4 por 6
8634 " » B por 6, el 6 por 7 y el 3 por 5¢
19643 " » 1 por 2, el 9 por ), el 6 por 9 y el 4 por 5

REGLA PARA ESCRIBIR UN NUMERO

Para escribir un nimero se van anotando las unidades correspondien-
tes a cada orden, comenzando por las superiores, poniendo un cero en el
lugar correspondiente al orden del cual no haya unidades y separando con
un punto los drdenes de los subdrdenes.

Ejemplo

Escribir el nimers cinco mil treinla y cuotro unidodes y ocho décimas. Lo
escribiremos de este modo: 5034.8, donde vemos que cada cifra ocupa el lugor
correspondients al orden que representa: 5 millares, 3 decenas, 4 unidades ¥
décimas y como no habia centenas en el nimero dodo hemos puesto cero en
lugar correspondiente o los centenas.
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» EJERCICIO 7

1. Escribir los nimeros: catorce mil treinta y dos; ciento cuarenta y nueve
mil ocho; trescientos cuatro mil seis; ochocientos mil ocho: novecientos
nueve mil noventa; dos millones, dos mil doscientos dos: quince millones,
diecis€is mil catorce; ciento cuarenta ¥ cuatro millones, ciento cuarenta y
cuatro; ciento dieciséis millones, trescientos ochenta ¥ seis mil, quinientos
catorce; doscientos catorce mil millones, seiscientos quince; dos billones,
dos millones, dos unidades; tres mil tres billones, trescientos treinta mil,
Lresclentos (reinta: seis trillones, seis billones, seiscientos sesenta millones,
seiscicntos mil, seiscientos seis.

2. Escribir los niimeros: catorce milésimas; diecinueve cienmilésimas; trescien-
tas cuatro millonésimas; dos mil ochenta diezmillonésimas; mil treinta ¥
y dos mil millonésimas; seis millonésimas; seis milbillonésimas.

3. Escribir los ndmeros: ciento cuatro unidades, ocho centésimas; dos mil
ciento seis unidades, ocho milésimas; treinta mil treinta urudadeés, ciento
cuatro cienmilésimas; dos millones, dos mil dos unidades, dos mil dos

¢  millonésimas.

4. Escribir los nimeros: cincuenta v cuatro décimas; doscientas dos centésimas;
cinco mil cinco milésimas; diecinueve mil nueve diezmilésimas; tres millo-
nes, tres mil cuatro cienmilésimas; quince mil millones, quince millonésimas.

5. Escnibir los nidmeros: trescientas cuatro décimas; nueve mil nueve centé-
simas; catorce mil catorce milésimas: ciento nueve mil seis diezmilésimas;
un millén de cienmilésimas.

6. Escriba los numeros que constan de 7 unidades de tercer orden, 4 del
primer suborden y 3 del tercer suborden; 5 unidades del cuarto orden
y 5 del cuarto suborden; 6 unidades del quinto orden, 4 del segundo, 8
del cuarto suborden y ¢ del quinto suborden.

7. Escribir los numeros: catorce decenas; ciento treinta y cuatro millares:
catorce decenas de millar; diecinueve centenas de millon; doscientas treinta
¥ cuatro decenas de millar de millon; catorce centenas de millén.

8. Escribir los nameros: seis decenas de decenas; ocho centenas de Centenas:
nueve millares de décimas; catorce millares de milésimas; nueve décimas
de decenas; veintidds centésimas de millar; nueve diezmilésimas de decena;
treinta y dos millonésimas de centena; tres cienmillonésimas de millar.

8. Escriba el menor y el mayor nimero de dos cilras; de 4 cifras: de 5 cifras,
de 7 cilras.

10. Escriba el menor y el mayor namero de la 1? clase; de la 29 clase; de
la 37 clase.

11. Escriba el ndmero superior e inferior inmediato a 2100, 3200, 4500.

REGLA PARA LEER UN NUMERO

Para leer un ndmero se divide en grupos de a seis cifras em
por la derecha, colocando entre el primero y el segundo grupo y abajo
el namero 1, entre el segundo y el tercero el nimero 2, entre el tercero
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y el cuarto el niimero 3, y asi sucesivamente. Cada grupo de seis cifrag
se divide por medio de una coma en dos grupos de a tres. Hecho €sto,
se empieza a leer el nimero por la izquierda, poniendo la palabra trillgy
donde haya un tres, billin donde haya un dos, millon donde haya un
uno y mil donde se encuentre una coma. 8§i el nimero tiene parte decimal
se lee ésta a continuacién de la parte entera, dindole la denominacign

del ultimo suborden.

‘ Ejemplo I

Leer el nimero 56784321903423456.245. Pora leerlo escribiremos de este mode:
56,784,321,903,423,456.245 y se leers: 56 mil 784 billones, 321 mil 903 millones,
423 mil 456 unidades y 245 milésimaos.

¥ EJERCICIO 8

1. Leer los nimeros:

064 84103725 2005724568903
1032 463107105 40725032543108
14265 0432675321 T24056431250172
132404 96723416543 2000002002002002
1030543 100001001001 30000003030000030
2. Leer los nimeros:
0.4 0.00074 0.472003056
0.18 0.130046 0.0725631235
0.415 0.00107254 0.432003561003
0.0016 0. 100000003 0.0000000000500
4. Leer los nimeros:
6.4 B6.00325 14444444444
B84.25 151234.76 6995.0072545
9.003 B4.000356 T2567854.70825
16.0564 184.7256321 9465432161.00007

CONSECUENCIAS

De lo anteriormente expuesto se deduce:

1) Un mimero no varia porque se aifiadan ceros a su izquierda, por-
que el valor absoluto y relativo de cada cifra permanece idéntico.
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2) Si a la derecha de un nimero afiadimos uno, dos, tres, etc., ceros,
el numero se hace diez, cien, mil, etc., veces mayor porque el valor rela-
tivo de cada cifra se hace diez, cien, mil, etc., veces mayor.

3) Si de la derecha de un nimero entero se separan con un punto
decimal una, dos, tres, etc., cifras, el nimero se hace diez, cien, mil, etc.,
veces menor porque el valor relative de cada cifra se hace diez, cien,
mil, etc., veces menor.

4) Si en un numero decimal se corre el punto decimal uno, dos,
tres, etc., lugares a la derecha el nimero se hace diez, cien, mil, etc., veces
mayor, porque el valor relativo de cada cifra se hace diez, cien, mil, etc,,
veces mayor.

5) S1 en un numero decimal corremos el punto decimal uno, dos,
tres, etc., lugares a la izquierda, el numero se hace diez, cien, mil, etc,
veces menor porque el valor relativo de cada cifra se hace diez, cien,
mil, etc., veces menor.

» EJERCICIO 9

#Cudl de estos niameros 17, 017 y 0017 es el mayor?

Hacer los numeros 8, 25, 326, diez, cien, mil veces mayores.

;Cudntas veces es el nimero 5600 mayor que 56; que 560. ¢Por qué?
Higanse los numeros 9, 39, 515, diez, cien, mil veces menores.
¢Cudntas veces es 34 menor que 340, 3400, 340007 ¢Por qué?

Hacer el nimero 456.89 diez, cien, mil, diez mil veces mayor y menor.
Dé la razdn.

Reducir 9 a décimas; 14 a centésimas; 19 a milésimas.
Reducir 0.9 a decenas; 0.14 a centenas; (.198 a millares.
iQué relacién hay entre los nimeros 12345, 1234.5 y 123.45¢
10. #Qué relacion hay entre los nimeros 0.78, 78 y 780¢

B M g 2 B3

o =



Aungue los egipcios, griegos y romanos tenian formas distintas de representar los nimeros, la base de R -
meracion era decimal. Otros pueblos elaboraron dislintos sistemas; por ejemplo, los babilonios tenian cg-
mo base el sesenta; los mayas, en América, desarrollaron un sistema de base veinte. En el sigle Xvi

Leibnitz descubrid la numeracién de base binaria, v la posibilidad de infinitos sistemas de numeracién, ;

ESTUDIO DE OTROS SISTEMAS CAPITULO "l
DE NUMERACION

@PUEIBILIDAD DE OTROS SISTEMAS DE NUMERACION

En el sistema decimal que hemos estudiado la base es 10. Si en lugar
de 10 tomamos como base 2, 3, 4, 5, 6, etc., tendremos otros sistemas de
numeracion en que se cumplirin principios semejantes a los establecidos
para el sistema decimal.

Asi, en el sistema de base 2 se cumplird: 1) Que dos unidades de i
orden forman una del orden superior inmediato. 2) Que toda cifra escri-
ta a la izquierda de otra representa unidades dos veces mayores qué las
que representa ésta. 3) Que con dos cifras se pueden escribir todos los

numeros.

Principios semejantes se cumplirdn en los sistemas cuya base s€d 3'
4, b, 6, eLc.

Entonces, los sistemas de numeracion se diferencian unos de 0o
por su base, .

: ; 15
Como podemaos tomar por base cualguicr niimero, el numere de st
temas es ilimitado.

@ NOMENCLATURA

Atendiendo a su base, los sistemas se denominan: el de base "i""m
rio; el de base 3, ternario; ¢l de base 4, cuaternario; el de base 5, q¥ _

e A
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¢l de base 6, senario; el de base 7, septenario; el de base 8, octonario; el
de bhase 9, nonario; el de base 10, decimal o décuplo; el de base 11, un-
decimal; ¢l de base 12, duodecimal; de base i3, de base 14, de base 15, etc.
=

( 66 ) NOTACION

“~— Para indicar el sistema en que estd escrito un nimero, se escribe aba-
jo y a su derecha un nimero pequeiio que indica la base, el cual recibe
¢l nombre de subindice. Asi 11. indica que este nimero estd escrito en
el sistema binario; 432; indica que este nimero estd escrito en el sistema

quinario; 8956,, indica que este nimero estd escrito en el sistema duo-
decimal.

Cuando un numero no lleva subindice, esta escrito en el sistema
| I
ded |11J].

-@HUMEHG DE CIFRAS DE UN SISTEMA

En todo sistema se emplean tantas cifras, contando el cero, como uni-
dades tiene la base.

En el sistema binario, cuya base es 2, se emplean dos cifras, que son:
el 0 yell. El2 no puede emplearse, porque en este sistema dos unidades
de un orden cualquiera forman una del orden inmediato superior y el 2
se escribirda 10, lo que significa: cero unidades del primer orden y una del
segundo.

En el sistema ternario, cuya base es 3, se emplean tres cilras que son:
el 0, el 1 yel2 El3yano puede escribirse en este sistema, porque tres
unidades de un orden cualquiera forman una del orden inmediato supe-
rior y el 3 se escribird 10, lo que significa: cero unidades del primer or-
den y una del segundo.

En el sistema cuaternario, cuya base es 4, se emplean cuatro cifras,
que son: el 0, el 1, el 2 y el 3. El 4 no puede escribirse, porque siendo
la base del sistema, forma ya una unidad del orden inmediato superior
y se escribird 10, lo que significa: cero unidades del primer orden y una,
del segundo.

Por andloga razém, las cifras que se emplean en el sistema quinario
son: el 0, el 1, el 2, el 3 y el 4; en el sistema senario: el 0, el 1, ¢l 2, el 3,
el 4 y el 5; en el septenario: 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6, etc.

Cuando la base del sistema es mayor que 10, las cifras que pasan de
10 se suelen representar por medio de letras, de esta manera: la a repre-
senta ¢l 10; la b representa el 11; la ¢, el 12; la d, ¢l 13; la e, el 14; la f,
el 15; y asi sucesivamente.

Por lo tanto, las cifras del sistema undecimal son: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
1, 8,9 y a; las del sistema duodecimal son: 0, 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a y b;

las del sistemna de base 13 son las anteriores y ademds ¢ las del de base 14,
las del de base 13 y ademds d; e,
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@ CIFRAS COMUNMES
Las cifras comunes a todos los sistemas son el 0 y e] ],

-

( ;;jj BASE COMUN _ :

La base de todos los sistemas se escribe del mismo modo: 1p,
Parecerd una contradiccion decir esto, cuando antes hemos dicho Que
los sistemas se diferencian unos de otros por su base; pero es que 10 po
representa siempre dicz unidades, sino una unidad de{ segundo orden, que
en cada sistema tendrd distinto valor. Asi, en el binario, 19 Tepresents
2 unidades, o sea la base, porque en este sistema cada unidad del segundo
orden tiene dos unidades del primero; en el ternario, 10 representa 3 ypj.
dades, o sea la base, porque en este sistema cada unidad del segundo orden
representa tres unidades del primero; en el de base 9, 10 representara 9 upj.
dades, o sea la base, porque en este sistema cada unidad del segundo orden
tiene 9 unidades del primero, y asi sucesivamente,

. PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

Explicamos ahora los principios fundamentales expuestos en el ni-
mero 51, aplicados a los sistemas distintos del decimal.

1) En todo sistema, un nimero de unidades de cualquier orden,
igual 2 la base, forma una unidad del orden inmediato superior.

Esto signitica que en el sistema binario, de base 2, dos unidades de
un orden cualquiera forman una unidad del orden inmediato superior;
en el sistema ternario o de base 3, tres unidades de un orden cualquiera
forman una unidad del orden inmediato superior; en el sistema cuarerna-
rio o de base 4, cuatro unidades de un orden cualquiera forman una uni-
dad del orden inmediato superior; en el sistema nonario, 9 unidades de
cualquier orden forman una unidad del orden inmediato superior; en el
sistema duodecimal, 12 unidades de cualquier orden forman una uni
del orden inmediato superior, y asi sucesivamente.

2) En todo sistema una cifra escrita a la izquierda de otra ré-
presenta unidades tantas vecesg mayores que las que representa la
anterior, como indique la base,

_ Esto significa que en el namero 123, escrito como lo indica el su%
m{.!au:, en el sistema quinario, el 2, escrito a la izuierda del 3, re .
unidades que son cinco veces mayores que las que representa el 3 ¥ e
€Tito a la izquierda del 2, representa unidades que son cinco yeces WA

- i . H : E IH
yores que las que representa el 2, o sea veini ICINCO. Veces mayores o
fjue representa el 3,

En el ndmero 6543,, ¢l 4 fue estd escrito a la izquierda del H“ el &

m:-m unidades fUe son nueve veces mayores que las que represen el 4
el 5 representa unidacdes nueve veces mayores que las que rep I
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o sea r:-chfl:ll-'i Yy una veces mayores que las (Jue representa el 3; y el 6, es-
crito a la izquierda del 5 representa unidades qUE SOT MUEVe Veces ma-
yores que las que representa el 5, o sea, ochenta y una veces mayores que
las que representa el 4 y setecientas veintinueve veces mayores que las que
representa el 3.

3) En todo sistema, con tantas cifras como unidades tenga la
base, se pueden escribir todos los niimeros.

Esto significa que en el sistema binario o de base 2. con dos cifras
que son el 0 y el 1, se pueden escribir todos los nimeros; en el sistema
ternario o de base 3, como la base tiene tres unidades, con tres cifras aque
son el 0, el 1y el 2, se pueden escribir todos los nimeros; en el sistema
septenario o de base 7, como la base tiene siete unidades, con siete cifras,

que son el 0, el 1, el 2, el 3, el 4, e] 5 ¥ ¢l G, se pueden escribir todos los
NUmMeros, etc.

# EJERCICIO 10

dLudntos sistemas de numeracion  hay?

¢kn quc se distinguen unos de otros los sistemas de numeracién?

¢Como se sabe en qué sistema estd escrito un numero?

¢En qué sistema no se emplea subindice?

Diga qué cifras se emplean en ¢l sistema quinario, nonario, undecimal,
duodecimal, en el de base 13, de base 15, en el vigesimal.

¢Existe la cifra 7 en el sistema de base 6; el 9 en el de base 8; el 7 en el
de base H¢

7. ¢Por qué no se emplea la cifra 5 en el sistema ternario; en el cuaternario?

8. ¢Ldmo se escribe la base en el sistema quinario; en el octonario: en el de
base 157 ;Cudntas unidades representa en cada uno?

@?ALOR RELATIVO DE LAS CIFRAS DE UN NUMERO
ESCRITO EN UN SISTEMA CUALQUIERA

Conociendo el lugar que ocupa una cifra y la base del sistema en que
esta escrito el nimero, podemos hallar su valor relativo.

1) Valor relativo de las cifras del nimero 123,

La cifra 1 representa unidades de tercer orden, pero como la base
€ 4, cada unidad de tercer orden contiene 4 del segundo y como cada uni-
dad del segundo orden contiene 4 del primero, el valor relativo de la ci-
fra 1 es 144 %4 =16 unidades del primer orden.

La cifra 2, que representa unidades del segundo orden, contiene
244 =8 unidades del primer orden, luego su valor relativo es 8.

El valor relativo de la cifra 3 es 3 unidades del primer orden,

2) Valor relativo de las cifras del nimero 2340,

Valor relativo de la cifra 2: 2 % 6 % 6 X 6 = 432 unidades del. 1er. ok
i rr i e (1] H: 3 b "] o E == lﬂ'ﬂ
o Fi L i 4: 4% 6= 24

B o B0 BD =

b=t

FE i (1] (18

WE T} ¥ B
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» EJERCICIO 11

Hallar el valor relative de cada una de las cifras de los “ﬁml‘m;:

1 11- 223, 3125 o64 879, 1245,
by 2342, 1364 703, aby, 10023,
g Cuwintas unidades del primer orden contiene cada uno de los Niimergs
siguientess
203 312, 2134; 7012, Tab2,,
112, 20002, 70104 20314, 4cdf3y,

4. Escriba el namero que representa: 2 unidades del primer orden en g s
tema binario; 3 idem en el ternario; % idem en el nonario,

4. Escriba el nimero que representa: 3 unidades del primer orden en el
sistema binario; 4 idem en el ternario; 5 idem en el cuaternario; 10 jdem
en el undecimal; 12 idem en el undecimal.

5. Escriba el nimero que representa: 4 unidades del primer orden en e
sistema binario; §5 idem en el ternario; 6 idem en el cuaternario; 8 idem
en el senario.

6. Escriba el nimero que representa: § unidades del primer orden en el
sistema binario: 9 idem en el ternario: 12 idem en el cuaternario.

7. Escriba el nimero que representa: 9 unidades del primer orden en el
sistema senario; en el septenario; en el nonario.

8. kscriba el nimero que representa: § unidades del primer orden en el
sistemacuaternario; 10 idem en ¢l quinario; 12 idem en el senario:
15 idem en el nonario.

8. Escriba el nimero que representa: 15 unidades del primer orden en el sis

tema quinario; 18 idem en el senario; 21 idem en el septenario: 45 idem
en el de base 13.

CONVERSION DE UN NUMERO ESCRITO EN
UN SISTEMA A OTRO DISTINTO

3¢ pueden considerar los tres casos que a continuacion se estudian.

@ PRIMER CASO

' - " i lﬂlﬂ
_ Convertir un nimero escrito en el sistema decimal a otro S
distintg,

REGLA

. Se divide el namere ¥ los sucesivos cocientes por la base
ssiema, hasta llegar a un cociente menor que el divisor, Elnv
o ve lorma escribiendo de izquierda a derecha el Gltimo cociente
18 residuos colocados a 5 derecha, de uno en uno, aungue sean

del nuev?

pume
Ewrmtlﬂ .
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I E _,-'empfﬂs I

(1) Convertir 85 al sistema ternario.

o
25 28 3
(1) | R T 85=10011; R.
(0) e 155
() s/ cS
(2) Convertir 3898 al sistema duodecimal.
.98 | 12
D0 al a0 |12 3898 = 23002 R
58 84 F | 12
(10) (0) (2]l
OBSERVACIOMN

L
Cuando el dltimo cociente o alguno de los residuos sea mayor que 9

se pone en su lugar la letra correspondiente.

¥ EJERCICIO 12

Convertir:

1. 123 al sistema binario. R. 1111011..
2. 871 - i Lernario. R. 1012021,.
J 3476 . - quinario. R. 102401,.
4. 10087 ., s - de base 7. R. 41260,.
. 1007 .. »  de base 8. R. 1757

6. 78564 . »  honario. R. 128683,.
7. B7256 »  duodecimal R. 42504,
8. 120022 ,, e de base 20. R. f012,,.

9. 14325 . . de base 30. R. fqfs.

10. 86543 , . de base 32. R. Zkgfy,.

@ SEGUNDO CASO

Convertir un nimero escrito en un sistema distinto del decimal al
sisterna decimal,

REGLA

Se multiplica la primera cifra de la izquierda del nimero dado por
la base y se suma con este producto la cifra siguiente, El resultado de
E3a suma se multiplica por la base y a este producto se le suma la tercera

tifra v asi sucesivamente hasta haber sumado la Gltima cifra del nime-
ro dade,
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‘ Ejemplos I

{1) Convertir 111015 al sistema decimal.

1 x2=12 241=3

Ix2=4 d+1=7 ]m i

IxX2=14 144+0=14 - 'm

4x2=28 B+1=29

( 2) Convertir el nimero 89ab3,, al sistema decimal. ;

Bx12= 9 %+ 9= 105

105 12= 1280 12604+ 10= 1270

1270 %X 12 = 15240 15240 4+ 11 = 15251

15251 % 12 = 183012

# EJERCICIO 13

Convertir al decimal: |

1. 1101,. R. 13. &. ?ﬂbﬁu. R. 13673. 3
2. 32012,. R. 902. 7. cdaby.  R. 43581
3. 5431, R. 1243. 8. Befayq. R. 51472 ]
4. 76321, R. 31953. 0. heg3d,, R. 2838464
5. 20078, R. 13193 10. abedy,.  R. 980273, :
@ TERCER CASOD
l:_hn‘rertir un nimero escrito en un sistema distinto del decimal a :
Otro sistema que no sea el decimal.
REGLA

_Se reduce el nimero dado primero al sistema decimal y de éste al
pedido.

15

(1) Convertir el nimere 22115 al sistema de base 7, %
ﬂ‘]‘ al dl:il'l'lﬂl:
2X3= § &42= 8 h""
Bx3=124 24 4 ]1=725 Ty
25x3=75 754+ 1=76, Mg,
Fé& al de bose 7.
A rd
6 6|7 ‘.
U — 3
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(2) Convertir obes al sistema de bose 13,
abe,; ol decimal:

= la= 150 150+ 11 = 161
161 X 15 = 2415 2415 4+ 14 = 2429.

2429 al de base 13:
2429 13
112 184 13
089 56 14 13
(1] (4] (1) (1)

abey; = 114by; R,
¥ EJERCICIO 14

Convertir:

1. 1002, al cuaternario. R. 131, 6. Dab4,, al de base 7. R. 64114,
2. 432; al ternario. R. 22010,. 7. abedsy o » o 9 EoAG81085
3. bj6,, al quinario. R. 23100;. B. efdeyy o ow o 22 Rohpbe

4. 5dcd,, al duodecimal. R. a494,,. 0. h00cas & » = S0 R. Beigly,.
B. ¢l al de base 23. R. 5h7625. 10. Ba0dss o » o 16 R 24728y,

# EJERCICIO 15
1

De un lugar en que se emplea el sistema binario nos remiten 1101 bultos
postales. (Como escribiremos ese numero? R, D

2. De México enviamos a un comerciante que emplea el sistema duodecimal
5678 barriles de aceite. (Coémo escribira ese numero dicho comerciante?
R. 3352,

3. Pedimos 18 automoviles a un individuo que emplea el sistema de base 18.
:Como escribe ese individuo el nimero de automdviles que nos envia?
R. 10y

4 Un comercianic que emplea el sistema quinario pide 4320 sombreros a
otro que emplea ¢l sistema de base 13. (Como escribird este comerclante
el nidmero nlll.' sombreros que envia al primero? R. 360,s-

@ NOTACION LITERAL

En Matematica, cuando se quieren generalizar las cuestiones, las pro-
piedades de los nimeros o los razonamientos, las cantidades se represen-
tan por letras. j

Asi, cuando yo pruebo que (a + b)* = a® + 2ab + b%, la propiedad que
he demostrado es general y diré que el :;undrf-.du de la suma de dos mitm?-
s cualesquiera es igual al cuadrado del primero, mids el duplo del pri-
mero por ¢l segundo mas el cuadrado del nn;gtllmtlu.

Cuando en una cuestién cualquiera asignamos a una letra un valor
determinado, dicha letra no puede representar, en la misma cuestion, otro
valor distinto del que le hemos asignado. ”

Para que una misma letra pueda representar distintos valores hay que
diferenciarlos por medio de comillas, por ejemplo, a', a”, a'', que se leen
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\a, a segunda, a tercera o por medio de subindices, por

| ; ejemplo,
lP:“ que se leen a subuno, a subdds, a subtrés, plo o,
@ REPRESENTACION GRAFICA DE LOS NUMERDS

HATURALES

Los numeros naturales se representan geométricamente POr med:
de segmentos de recta. . ‘ edig
Para ello se elige un segmento cualquiera, por ejemplo: 04 (figura 1)

que representa el 1; OA es el segmento unidad,

p—= Entonces, cada ndmero natural se represents
. p por un segmento que contiene el segmento unjdyg
tantas veces como elementos tiene el conjunto que

0 ( representa el nimero.
i Asi, el 2 se representa por un segmento 0 g que
o — " contiene 2 veces el segmento unidad; el 3 se repre.
| senta por un segmento OC que contiene tres yeces

FIGURA 15

———— el segmento unidad; el 4 se representa por el seg
mento 0D, etc.
Para representar sobre una semirecta la serie de los nimeros natura-
les se procede de este modo:

B T - T e T NN (N . SO | ) J
S —— = e = — e FIGURA 16
1 2 7 &

A partir del origen O (figura 16) se toman sucesivamente segmentos
iguales al segmento escogido como unidad y tendremos que el segmento
OA representa el 1; el segmento OB el 2; el segmento OC el 3; el segmen
o OD el 4 y asi sucesivamente. EJ 0, que representa el conjunto nulo, s
Tepresenta por un segmento nulo: el punto O, oTigen.

Vemos que los puntos O, 4,B,C,D ... son los extremos de 1'5“ SCE°
mentos 00 =0, 04 =1, OB = 2, OC =3, OD = 4, etc., todos de origen ﬂ:
En la prictica se dice que el extremo de cada segmento representa a2 :
MeETo natural. Asf el punto A representa el 1; el punto B, el 2 el put
o C, el 3; el punto F, ¢ 6; el punto 1, el 9, etc. —

La distancia de cada uno de los puntos O, 4, B, C, D ... al uﬂ%ﬂ; la
se llama abscisa de pse punto. Asi, OA es la abscisa del punto 4, e
abcisa del Punto B, OF la abscisa del punto E, etc., y esas 3!}?“]“51“ -
Presan por el niimero que corresponde al punto. Asi, la abscisa del pU
t A es 1, la de B es 2 lade D es 4, la de H cs 8, elc. {a, de un

La escala de una Cinta métrica, de un nonio, de una reg - bscis®

;l:rmrﬂrnr:irr; NG son mas fjue semirectas que llevan marcadas las
€ cada uno de sug purnios,



|

La cantribucién de los romanos a las Matematicas estuve limitada a algunas noclones, de Agrimensura, sur-
widas de la necesidad de medir y fijar las fronteras del vaste imperio. No obstante, |a huella romana se observa
todavia hoy a través de su numeracian, gue ha sido fijada por ¢l uso, en los capitulos de los libros: en la su-
cesién de los reyes; en la notacién de los siglos; y, especialmente, en las inscripciones histdricas.

L i e WD caemruo ||/

@ LA NUMERACION ROMANA ¢s ¢l sistema de representacién de los
numeros empleado por los romanos. La numeracién romana no uti-
iz el principio del valor relativo, pues el valor de los simbolos siempre
& el mismo, sin que influya el lugar que ocupan.
La numeracion romana parece ser resto de un sistema de numeracion
de base 5,

U USO EM LA ACTUALIDAD
Se usa muy poco. Solamente se emplea para fechas, algunas veces;
para numerar los capitulos de una obra; en algunos relojes, etc.

qy SIMBOLOS QUE EMPLEA. SUS VALORES

Los simbolos que emplea la numeracion romana son: | que vale 1;
:w.-’ que vale 5; X que vale 10; L que vale 50; C que vale 100; D que vale
Wy M que vale 1000,

Ademias, una rayita colocada encima de una letra indica tantos mi-
Hares come unidades tenga ese simbolo; dos rayitas encima de cualguier
simbolo indican tantos millones como unidades tenga el simbolo; coatro
Fayitas, tantn billones como unidades indigque el simbolo; seis rayitas, tan-
8 trillones como unidades tenga el simbolo.

45
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REGLAS PARA LA REPRESENTACION DE LOS NUMEgos

Son tres:
1) Si a la derecha de una cifra colocamos otra igual o
de la primera queda aumentado con el de la segunda,

‘ Ejemplo I LV equivale a L+ Vv =55,

2) 81 a la izquierda de una cifra colocamos otra mengy A
ésta se resta de la anterior. : Or de

1€nor, e vajor

EjEmpLu IV equivale a V—1=4,

i

d) Nunca se pueden emplear mais de tres simbolos iguales seguidos
a la derecha de otra cifra mayor, ni aislados; ni mas de uno a la izquierda
de otra mayor. Asi, el 40 no se escribe XXXX, sino XL: el 9 no se es
cribe VIIII, sino 1X; el 70 no se escribe XXXC, sino LXX.

\ Ejemplos I

s s s
S i e | i D1 COXMIY
L 1l i) PR DLXXX
" e I TO000. - coseiias M
T I I 000 L MM
5 v L340,y eanahs MMCCCALIX
A Vi 3000, . caismsnns LM'-‘I
- o ey L Vil 4000... . ..00000 IV
3. dii 500 . VDCIX
9., v 50,190. -connurnns LCﬂC
B X 11000,000. .. c.oe e t*_-
¥ R LR o] %l 2,000,000, .. ...onee ;M_M
18 « o XV 20,000,000 ., . «ise s f:f
M vvssinniiiia XXX Bl o e M
WS XL =
3. ciiiivnins, XV ol e saig :-"'EC"‘“

MY 5453 ey 4410208, 15+ xawanes yexx
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#» EJERCICIO 16

Leer los numeros siguienl‘.e&:

LVII B. CMXLV 9. MXIXCXV 13.

o

1. 1 AMMXXV
S CCCXXX 8. MMCCIV 10. VIVCCVI 14. MMIICVIII
3. 7. VDG 11. ViDViice 16. VLIII
4. NN X 8. DLX 12. MXVI 16. E_xv
& EJERCICIO 17
Escribir los numeros siguientes en el sistema romano:

1. 209. T. 245,708 13. 204778,908.

2. 3ds. 8.  300,000. 14.  54,000,008.

3. 1,937. 9.  300,018. 15. 1,384,435,7B6.

4. 4143. 10. 325,208. 16. 45,789,000,324.

5.  81,000. 11. 4,135,506. 17. 4 billones.

6. 124,209. 12.  6,000,000. 18. 14 trillones.

» EJERCICIO 18

Escribir con nuameros aribigos los nimeros romanos de los ejercicios
siguientes:
Colén descubrio la América en el afio MCDXCII y muridé en el afo MDVL
Don Benito Juirez murid el XVIII de julio de MDCCCLXXIL

La Invasidn comenzd el XXII de octubre de MDCCCXCV y termind el
mismo dia del MDCCCXCVIL

4 La Repiblica de Veneruela proclamé su independencia el dia V del
VIl mes del afic MDCCCXI.

El cuadrante del meridiano terrestre tiene aproximadamente X de metros.
6. Céspedes dio el Grito de Yara el dia X de octubre de MDCCCLXVIIL,

o b (=K

=

&n



El problema de las igualdades no fue conecido por los antiguos en su forma aritmética. El primers que wli-

lizd el signe igual (=}, ¥ expuse algunas cuestiones tedricas sobre las igualdades fue Robert Recorde, 4

su obra'"The Ground of Arts", publicada en Londres en 1542, Mis farde, en el siglo XVII, el inglés Harriot y o
francés Bouguaer astablecieron @l uso de los signos mayor que [(>) ¥ menar que (< ).

CAPITULO V

@IGUALDAD EMTRE NUMEROS NATURALES

Sabemos (38, 2% que todos los conjuntos coordinables entre si tienen
el mismo nimero cardinal. Por tanto, podemos decir que:

:"'lL.I.ITII:_‘rl'.IS- igllﬂEE.‘i s0n los qu{- TEPTES'E'ﬂtElﬂ fﬂﬂjll'ﬂlﬂﬁ Em[dinablfi.

E jemplo l

S e sl _ n
Xl &0 Un u:!nu-:'l '.::r:l-:;l personag ocupa un asiento 'dﬂ mﬂdlzl que no quﬂdﬂ nlﬂg'-"
: YatiG M ninguna persono de pie, ambos conjuntos estan 'i'}'”d'wd‘:_:
uego 3 o es el nimero que representa el conjunto de personas y b el nume”

QUi represent 1 r T+ [Leky
d presenta gl conjunto de osientos, tendremos que los numeros o ¥ b son 19

asients

les | o son ST i i i
el mi MO NUMero L |r_| el 8 BXpress por la notacign G
a=bhb y se lee o igual a b.
. | I
L0 B resd . H ¥ rdﬂ de ||
= o | rI| € ki LT TS rgucrrdmi & Iﬂ cual o que asid a la izgque o8 ||
SigAe B @ . ; p =
r irr:.l re = primer miembro y b que esth o la derecho del signo = €5 ol .
TR FTI T €3

45
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DESIGUALDAD ENTRE MUMEROS MATURALES

Cuando dos conjuntos no son coordinables entre si tienen desigual
numero. Por tanto, podemos decir que:

Numeros desiguales son los que representan conjuntos no coor.
nables.

Ejemplos

Si en un lranvia no es posible logror que coda pasojero ocupe un asiento ¥
cado gsiento este ocupado por una sola persona, ombos conjuntos no son coor-
dinables y ello obedecerd a que hay mds personas que asientos o mds asientos
que personas. Entonces, 51 o es el ndmero que representa el conjunto de personas ¥
b el numere que representa el conjunte de asientos, diremos que o es desigual o b.
Si hoy mas personos que asienfos después que coda asiento esté ocupado por
una persong, quedoron personos de pie; entonces el conjunto de los osientos
esta coordinade con una porfe del conjunto de personos y en este coso diremos
gue el nomero de personos o es mayor que el nomero de asientos b o que el
nomero de asientos es menor que el nomero de personas lo cual se expreso con
la siguiente notacion:
oa>bob<ao

Luego, un nimers o es moyor que otro nimero b cuondo el conjunto que repre-
senta b es coordinable con vno porle del conjunto que representa a.

Si hay mds asientos que personas © menos personas que asientos, después gue
codo persong ocupe un osiento quedaran asientos vacios; enfonces el conjunto
de personas estard coordinado con uno parte del conjunte de asientos y en este
caso diremos que el nimero de personas a es menor que el nimero de asientos b o
que el nimero de osientos es mayor que el nimero de personos, lo que expresa con
lo notocion:

o<bob>a.

Luegs, un nimeroc o es menor que ofro nimerc b cuondo el conpunto que repre-
senta @ es coordinoble con una parte del conjunto que representa b. :
Al escribir unao desigualdod hay que poner el nimero menor junto al vertice del
signo < y el nimero moyor junto a lo aberlura.  Asi,

':T_E?i_:.'l'.-'.-

10>6
Bl primer miembre de uno desiguoldad es el nimero que esté o lo izquierda del

signe < o = y el segundo miembro es el nimero que estd a lo derecha. Asi,
en 5= B, 5 es el primer miembro y 8 el segundo miembro.

POSTULADO DE RELACION

Sea a el namero de elementos del conjunto A y b el nimero de ele-
mentas del conjunte B Necesariamente, tiene que ocurrir una de estas
dos comas: A es coordinable con 1} o no lo es.

51 A es coordinable cgn B, a = b,
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Si A no es coordinable con B, ello serd debido a que A tenga mis
elementos que B y entonces a > b o a que A tenga menos elementos que g
y entonces a < b. Podemos, pues, enunciar el siguiente:

POSTULADO

' ros a iecesariamente tiene que verificarse ung +

Estas tres posibilidades se completan, es decir, necesariamente tiene
que verificarse una de ellas. En efecto: Es imposible que un namerp 4
no sea igual, ni menor ni mayor que otro numero b. Es imposible que Ia
edad de una persona no sea ni 20 afios, ni menos de 20 afos, ni mas de
20 anos.

Estas posibilidades se excluyen

i i ' noesa>b niac<h
mutuamente, es decir, que si se vert- <

. Sia>b, noesa=bniac<h
fica una de ellas las otras dos no pue- i = ’ .

| —
den verificarse. Asi, b -51 a<b noesa=bnia > b.

Si una persona tiene 20 afios, No tiene ni mas ni menos de 20 afios;
si tiene menos de 20 afios, no tiene ni 20 afos ni mas de 20 afos; s1 tiene
mas de 20 afios, no tiene 20 afos ni menos de 20 anos.

SIGHDS DOBLES EN LA DESIGUALDAD

Si una de las tres posibilidades no se verifica, necesariamente tiene
que verificarse una de las otras dos. Asi:

Si a no es igual a b, necesariamente a > b o a<b. ()
S1 & no es mayor que b, % sa=boa<h ()
Si @ no es menor que b, 4 a=boa>b ()

Para expresar que un nimero no es igual a otro se emplea el signo 7
que es el signo = cruzado por una raya; para indicar que no s mayor
que otro, se emplea el signo 3, y para indicar que no es menor que e
se emplea el signo .

Empleando los signos £, $+ y 4, Si a % b, necesariamente #ﬁg-
las relaciones (1), (2) y (3) pueden es Siaphb, " ‘:Eﬁl
cribirse: — . Sia<b, % a="v

Vemnos, pues, que el signo #= (no igual) equivale al signo d“hl‘?_'_,gig::;l
yor o menor que); el signo } (no mayor) equivale al signo doble < ( 2o
o menor que) ¥ el signo 4 (no menor) equivale al signo doble = (18Y
MAYOT ue).
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# EJERCICIO 19

1.

p

on

11.

12.

14.

15.

Establecer la relacidn adecuada entre los nidmeros 3 vy 5; 9 y T.
R. 3<5h; 9>1.

:Qué significa que el nimero m es igual a n; que m>n; que m<n?
R. Que el conjunto que representa m es LUUI‘dI.I‘IEIhl{.' con el que repre-
senta n; que el conjunto que representa n es coordinable con una parte del
conjunte que representa m; que el conjunte que representa m es coordi-
nable con una parte del conjunto que representa n.

En un colegio hay x dormitorios e y pupilos. ;Cudndo serd x =y, cudndo
x >y ycuindo x <y, de acuerdo con la coordinacion de los conjuntos que
ellos representan? R. Cuando el conjunto de pupilos sea coordinable con
el conjunto de dormitorios; cuando el conjunto de pupilos sea coordinable
con una parte del conjunto de dormitorios; cuando el conjunto de dor-
mitorios sea coordinable con una parte del conjunto de pupilos.

a e5 un numero de jovenes y b un nimero de muchachas. ;Qué relaciones

56 p-o-dr:in escribir si al formar parejas sobran jt‘ﬂtnm' si sobran muchachas:
si no sobran jovenes ni muchachas? R. a>b; a<b; a=b,

¢Por qué cierto numero de lipices es igual a cierto nimero de naranjas?
R. Porque ambos conjuntos son coordinables,

Explique cudndo cierto nimero de personas es menor que cierto nimero
de sombreros. R. Cuando el conjunto de personas es coordinable con
una parte del conjunto de sombreros.

I-xphquc por qué el nimero de profesores de un colegio es mayor que el
numero de aulas del colegio. R. Porque el conjunto de aulas es coordi-
nable con una parte del conjunto de profesores.

Reparto x lipices entre los n alumnos de una clase dando uno a cada
alumno y quedan alumnos sin lipices. ;Qué podrds escribir? R. x <n.
En un tranvia de 32 asientos entran x personas y no quedan asientos vacios.
¢Qué relacion puede escribir? R. x=32 o x > 32.

Reparto m lipices entre los 18 alumnos de una clase y sobran lipices.
iQué puede escribirt R. m > 18.

En un dmnibus que tiene 20 asientos entran n personas y no quedan
personas de pie. ;Qué relacion puede escribir? R. n <20 o n=20.

La velocidad x de un automdvil que poseo no puede pasar de 140 Kms.
por hora. ;Qué puede escribird R. x =140 o x < 140.

5 la velocidad x de un auto no puede bajar de 8 Kms. por hora, iqué
puede escribirr R. x=B o x> 8.

Yo no tengo 34 anos. Si mi edad es x afios, yqué puede escribir?
R. x<34 0 x> 34.

Fara contraer matrimonio un hombre necesita tener 14 afios cumplidos.

% Juan que tiene n afios se casa, jcudl es su edad? R, n=14 afios o
n > 14 afos.
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16. 5i a es la edad de una nifia que se examina de Ingreso, gy
la nifa? R. a=13 0 a>13. NBIES0 4qué edad rigp,

17. Con los x centavos que tengo pucdo comprar una entrady
cine, 5 la entrada no cuesta mis de 20 centavos, gqué puede g::? L
R x=20. x<20 o x>20. ihiry

18. Con 30 cs. puedo comprar una entrada (que cuesta x cts, ué :
puede escribir? R, x =30 o x < 30. Q relacion
19. Con 50 cls. no Pm'{[u COMmprar una entrada que cuesta x cts, ué .
pucde escribir? R, x > 50. Q relacidn
20. En un [u|l.'gin h.‘l}" n aulas ¥y no ha_'r dicz aulas EQUL" ued 4
: ; "
R. n<10 o n>10. P escribiry

al. Para ser representante hay que tener 21 anos cumplidos. Si Robertg Garei
es Representante, ¢goudl es su edad? R, 2] afos o mis de 21, =

REFRESEHTAEIIDH GRAFICA DE LA IGUALDAD
Y LA DESIGUALDAD

Sabemos que cada niimero natural se representa graficamente por un
segmento que conticne al segmento unidad tantas veces como elementos
tiene el conjunto que representa ¢l nimero.

Dos niumeros son iguales cuando representan dos conjuntos coordina.

bles, o sea, dos conjuntos que tienen igual ni- 4

mero de elementos, luego dos nameros iguales & : ‘

se representarin por dos segmentos que conten

gan igual mimero de veces al segmento unidad, _ 4 .

o sca, por dos segmentos iguales. Asi: 4=4 se | . :
representa: o I FIGURA 17 |

: Cuando un nimero es mayor que otro el conjunto que representa ¢l
AUmero mayor tiene mas elementos que el conjunto que representa el ni-
mero menor, luego el segmento que representa o A
el nimero mayor contendrd al segmento unidad | A
ml;i.f. veces que el segmenwo que representa el —'—L-HE-':H-
III.I!I'T]['I'II'J"IIH.‘J'IUT, 2 5Cd, £ ambos SCEIMCNLOS se-
ran desiguales. Asi: 7 >4 s¢ representa: >

FIGURA 18

Cuando un nimero es menor que otro, ¢l
SEgmMenio que representa el nimero menor cone
uene menos veces al segmento unidad que ¢l (ue

representa el ndmero mayor. Asl; b<g se re.
presenta;

En resumen: Segmentos | - il # |
. guales representan nimeros iguales Y
mentos desiguales representan niimeros :lluigu.llu. ' ooy
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¥ EJERCICIO 20
Representar grificamente:
1- 4=35. 3. §>2

2. B<10. 7T.15=15.
2.5<8. 4 6>4. 6. 9O

> B 8.7 <12

.LETES DE LA IGUALDAD
Las leyes o caracteres de la igualdad son tres:

1) - lentico.  Todo numero es igual a si mismo.
a=a.
2) cter reciproco. 51 un numero es igual a otro, éste es
| Ejemplo '
Asi. si: a=0b, b=a.

51 lo edod de Pedro es igual a lo de Rosa, lo de Rosa es iguol a lo de Pedro.

El caracter reciproco de las igualdades nos permite inverlir los dos miembros
de uno igualdod sin que lo iguoldad varie.

3) ictel n Si un numero es igual a otro y ¢ste es
. reero. el prim 5 1rual al tercero.
[ Ejemplo I ’
Asi, 51 a==byb=c¢ca=c

5i lo edod de Pedro es igual o la de Juan y la de Juon es igual a la de En-
rique, Pedro y Enrique tienen lo misma edad.

El cardeter transitivo de los igualdades se suele enuncior diciendo que dos
cosas iguales a una tercera sen iguales enlre si o lambién que 5 dos igualda-

des fienen un miembro comin, con los olros dos miembros se puede formar
igualdod.

LEYES DE LA DESIGUALDAD

En la desigualdad no existe el cardcter adéntico, pues es imposible que
un ndmero sea mayor o menor que ¢l mismo.  Asi, es imposible que
M =Moo gue m o< m.

Tampoco existe el cardcter reciproco. Sioun namero es mayor que
ire, este Gltimo no puede ser mayor que el primero, sino menor. Asi,
siendo a > b no se verifica que I >a, sino que b < a.
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Lo anterior nos dice que si se invierten los miembros de una
igualdad, cambia el signo de la desigualdad. Asi, para invertir |gs Miem.
bros de la desigualdad 5 < 7 hay que escribir 7 > 5.

Las designaldades solo tienen caracter transitivo, que vamos 3 estudiyy

@CARACTER TRANSITIVO DE LAS RELACIONES
DE MAYOR Y MENOR

1) Si un nimero es mayor que ofro y éste es mayor que un fer-
cero, el primero es mayor que el tercero.

Asf, si: a>byb>ca>c

l Ejemplo I

Si el aula Marti tiene mayor nimerc de alumnos que el aula Agromonte y ésta fiene

mayor numero de alumnos que afos su profesor, el aula Marli tiene mas alumnes

que ahos el profesor.

2) Siun nimero s menor que otro y éste es menor que un fer-
cero, el primero es menor que el tercero.

Asi, si: e<bybe<cac< c

‘ Ejemplo l

Si Pedro tiene mas pesos que yo ofios y Enrique tiene més primos que pesol
hiene Pedro, mis afios son menos que los primos de Enrique.

Las propiedades anteriores 1 y 2 se pueden
enuncior de este modo: 5i se fienen dos des-
igualdades del mismo sentido (es decir, am-

bas con > o ambas con <) lales que el se-

gunde miembro de la primera :uc? igual ol JAsk: 7>5y 5>3 lvege ; zﬁ
primer miembro de lo segunda, de ellos resul- 3<By 81T & nar.
ta ofra desigualdod del mismo sentido, cuyo 92 7y il o 4<8
primer miembro os el primer miembro de la 7<8y 4<7

primera desigualdad y cuyo segundo miem-

bro es el segundo miembro de lo
desigualdad. y e

S dos desigualdades como lgs anteriores
fueran de distinta sentido, el primer miam-
bro de la primera puede ser igual, menor o
mayor que el segunde miembro de lo se.
gunda.




?c...]n::‘-.tl‘.n

10.

11.

12.

13.

14.
15.

18.

17.
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EJERCICIO 21
Aplicar el cardcter reciproco de las igualdades a x = yiat+ b=c; p=gq+r.
R. y=x, c=a+#; g+r=p.

Mis x afios son tantos como los ¥y hermanos de Enrigue. ¢Qué puede escri-
bir de acuerdo con el caricier reciproco de las igualdades? R. J=x.

Aplicar el caricter transitivo a las igualdades siguientes:

m=n Yy n=4p. R m=p
p=gq ¥ r=p. R. g=r
xX=y Yy n=y R. x=n.

a+b=c y x=a+b- R. c=z.

Mi aula tiene tantos alumnos cdmo afios tengo yo y Maria tiene tantos
primos como alumnos tiene mi aula, luego... Qué cardcter aplica para

ello R. Transitivo.

m=n+p y n+p=c+d luego... R. m=c+d.
51 m>n resulta que n?m. R. n<m.

Siendo x <y resulta que y?x. R. y>«x.

¢Qué se deriva de cada una de las parejas siguientes de desigualdades de
acuerdo con el caricter transitivo?:

726 ¥y 6>2. R T>2
9>3 y 3>2. R. 9>2
a<b y b<m. R. a<m.

m<n y n<p. R. m<p.
De

6> 3 y 2<3 resultaque... R. 6> 2. .
9<11 y 9>7 resulta que... R. 7<11.
20> 6 y 3<6 rvesultaque... R. 20> &.

Expresar el caricter transitivo de la relacion de mayor con los nimeros
8, 3y7 R. 8>T7T vy 7T>3 luego B> 3.

Represente grilicamente el cardcter transitivo de la relacién de menor con
los nimeros 2, 5y 9. R. 2<5y 5<9 luego 2<9.

Exprese el cardcter transitivo de la relacién de menor con 11, 9 y 7.
R 7<9y 9<11 luego 7<11.

Represente graficamente el cardcter transitivo de lIa relacidén mayor con
trés NUmMeros consecutivos,

Dem>nym<p, resulta que... R. p>n.

Pedro es mayor que Maria y menor que Jorge. (Cudl es el mayor de los
trest R. Jorge.

Mi casa es menor que la de B y mayor que la de C. ;Cudl de las tres es
la menory R. La de C.

Yo tengo mis dinero que th y menos que tu primo. Quién es el mis rico?
R. Tu primo.
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e COMBINACION DE IGUALDADES Y DESIGUALDADES
Estudiaremos los 3 casos siguientes:

b | 3 a e g ] 0 T - . ] . .
; 1) « ombinacion de l,l_:ll.llll.'ldlh Y desigualdades (ue tangan todag
¢l sieno

‘ Ejemplos I
|

(1) Combinar a=b, b>¢, c>d y _dlﬁe-
Tendremos: a=b >c¢>d > e y de aqui a > e.

{(2) Combinar m>n, p>r,gq=my n=p.
Tendremos: g=m >n=p>r y de aqui q = r:
Vemos pues, que cuando todos los signos de desigualdad son > se deduce Ig
relacion de mayor enlre ¢l primer miembro y el Gltimo. |

2) Combinacién de igualdades con desigualdades que tengan
todas el signo

‘ Ejemplos I

(1) Combinor o =b, b<e¢, c<dyd<e.
Tendremos: a=b<c<d<e y de oqui o <e.

(2) Combinar p<gq, r<s, r=q,s5=my n>m.
Tendremos: p<g=r<s=m<n y de aqui p < n.
Vemos pues, que cuendo todos los signes de desigualdad son < se deduce
la relacién de menor entre el primer miembro y. el dltima,

, 3) Combinacién de igualdades y desigualdades no todas del
mismo sentido, :

| Ejﬂmp!ﬂ I

Combinar o =b, b>¢, ¢ >m ¥ m< p.
Tendremos. o=b>c>m<p,

De aqui no se puede deducir relacién alguna entre o y p pues puede s
O=p,o>poa<p

nnnzmmmm DE LOS NUMEROS NATURALES

Hemos visto en el niimero 34
te simbolos que representan Ia sy
¥ COmo en esta sucesion cad
siguienite, cada con

lamen-

Jue los niimeros naturales son sl
fimitos: |

cesion fundamental de conjuntos
: dtonjunto tiene un elemento menos "¢
nto de Ja sucesion fundamental es prarcial con rel
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al sigmente, luego cada nimero natural que representa un conjunto dado
es menor que el nimero que representa el conjunto siguiente. Por tanto

0<1,1<2 2<3, 3<4 4<5, ¢t

y combinando estas {I!:-siguzllclaf.lt‘::s. resulia:

tan

Vemos, pues, que los elementos de la serie natural de los nimeros es-
ordenados en orden ascendente,

> EJERCICIO 22

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

Reunir en una sola expresion a=b, b>¢, ¢ > d y hallar la relacién entre
aydi R ag=0>=c>d:a>d

Combinar a=m, m<n, n<p y hallar la relaciéon final.
R. ::I':m-:;_'nar:::lr:l: n-::]f,;n.

Combinar 725, 3=3, 5> 3, 3> 2 y hallar la relacién final.
R. 1>56>3=3>2 9>¢2

Combinar x>y, z>p, gq=p, g¢>r, y=z y hallar la relacién final.
K. xX>Y=I>P=g>1 Xx>7T.

Reunir en una sola expresion ¢ <d, e=f, d<e, f=g, h>g y hallar la
relacion linal. R. c<d<e=f=g<h; ¢<h.

Reunmr en una sola expresion b =¢, ¢<d y a>b. ;Puede hallar la rela-
cion entre a y dr R, a>b=c<d; no

Combinar m=n, p<q, g>r, n>p ¢Hay relacion final?
R. m=n> p<q>=r; no.

Combinar x<y, 2>y, p>z a==x¢Hay relacién [inal?
R. ga=x< y<z<p; si, a<p.

A es mayor que B, 1} os mayor que F y B es agual a D. Quién es mayor,
AoF: R. A

M es menor que N, 1Y es igll:ll al) Pes Mayor gue Ny Q €5 Menor que 5.
JComo ¢s M con relacion a s R, M <A

A es mayor que B, ID ¢s mayor que E, H e igual a 1, H es menor que F,
F oes jgual a I, C es menor que B y D es igual a €. jComo es A con
relacieon a 1 R, A>T, J

Carlos dice a un amigo: Yo soy mayor que tid, ta eres mayor que Enrigue,
Peclies ¥ _]u:-u] sOIl Jinaguas, Solia es mids ju'l.-'l.'n ue Jil;ﬂ] ¥ Pedro es mias
joven gue Eonvigque, Cuidl os el mayor? R, Carlos,

Pedro es mas alw que Juan, Carlos mis bajo que Enrigue, Carlos mis
alto que Roberto y Lorgue niis bajo que Juan, ¢Quién es el muis alto?
R. Pedro.

En un examen Bosa obtuve menos puntos que Maria, Laura menos gue
Edelmira, Nocmi agual gue Sara, Rosa mads que Carmelina, Laura igual
que Maria y Noemi mas gque Edelmira, qQuién obtuve mis puntos de
todas y quaén menost Re Mdas pumtos Sara y Nocemi; menos  puntos
Carmelina.
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CAPITULO
OPERACIONES ARITMETICAS: SUMA

'DI"EHACI{}HES ARITMETICAS

' i ' : - icid - sub
Las operaciones aritméticas son siete: suma o adicion, resta o

Vi

sLrac:

T 1l 163 Tt g L R I arifmacion.
cion, multiplicacion, division, potenciacion, radicacion y logarit

CLASIFICACION

' ' ' s 3 TR
Las operaciones aritméticas se clasifican en operaciones de comj

. - "

im0 direcias Y operaciones de desc
La suma, Ia 1:u||ti|}|it'

porque en ellas, conociendo cierin

OMPOSICION O INVersas.

s datos, se halla un resultado.

I I " - b ¥ LA ﬂ'n.-

La resta, 1a divisidn, la radica, Ion y la logaritmacion son oper
Inversas, I
: ' o : L . la mi

La resta es inversa de la suma; 1y divisiom es inversa de lan

cacion: |l radicacidan y la lo

A oy aeiones directas
acon y la potenciacion son Operaciones

jonds

tjlﬂi'

l
ciacion

BATIMAacion son inversas de la IH-"'"'"I il
Estas operaciones ¢ llaman inversas porque en ellas, conociendo € halla
tado de 1a Operacion direcia correspondiente y uno de sus datos, 5€
el otro date,

28
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SUMA

SUMA DE COMNJUNTOS

Sumar dos o mas conjunios (sumandos), que no tienen elementos co-
munes, s reunir en un solo conjunto (suma) todos los elementos que inte-
gran los conjuntos dados y sélo ellos.

Asi, sumar los CONJUNLos

AB, MNP, QRS

es formar el conjunto ABMNPQRS, que contiene todos los elementos de
los conjuntos dados y solo ellos.

Sumar los conjuntos

es formar el conjunto ....cccneunu

Podemos, pues, decir que:

Conjunto suma de varios conjuntos dados (sumandos) que no tienen
elementos comunes, es el conjunto que contiene todos los elementos de
los conjuntos sumandos y solo ellos.

Asi, el conjunto alumnos de Bachillerato de un colegio es el conjunto
suma de los conjuntos alumnos de 1° afio, alumnos de 2? aio, alumnos
de 3* afio, alumnos de 4% afo y alumnos de 5% afio.

l SUMA DE NUMEROS NATURALES

Suma de varios nimeros naturales es el nimero cardinal del conjun-
to suma de los conjuntos cuyos nimeros cardinales son los nimeros dados.
Asi, al sumar los conjuntos

cuyo niimero cardinal es 2
LE ] L EL ] 3

]l"-.... iE E LE ] Ii‘i

obtenemos el conjunto

" F A FEEFERE

cuyo namero cardinal es 9 (que se obtiene contando sus elementos). Por
tanto, 9 es la suma de 2, 3 y 4, lo que se expresa;
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@!EFHESEHTACIGH GRAFICA DE LA SUMA

‘ E jemplos I

{1} Representar gréficamente la suma 24 4 = 4

4
3
—— T 3 5
5

2-_.’,...____.4.___
4 0 3 - . -.r-;ﬂr—l FIGURA 10 I
= ' «

Se representan los sumondos (fig. 20} por segmentos camo se vio en el ni.
mero 76 y se Wransportan los segmentos sumandos consecutivamente sobre
una semirecta a partir de su origen O. El segmento lotal que resulta OA = §
es la representacién gréfico de la suma 2 + 4 = &

(2) Representar gréficomente la suma 1 4 3 4 § — 9.

2

=]
*
+
l

® ! 'g ' #A _| rlnuuzl___i

El segmento total OA =9 (fig. 21) es lo representacion gréfica de la suma
1+345=9

» EJERCICIO 23

1.

2.

Formar el conjunto suma de los conjuntos  de letras al, mis, por.
R. Almispor.

¢Cuil es el conjunto suma de los conjuntos alumnas y alumnos de un
colegio?  R. Ll conjunto formado por todos los alumnos del colegio.
El Congreso de nuestra Patria es ¢l conjunto suma de... R. La Cimara
¥y ¢l Senado.

fué e3 la provincia de la Habana con relacidn a los municipios de la
Habana? R. El conjunto suma.

5i s¢ juntan en una ca Ja varios Lipices azules, varios rojos y varios blancos,
iqué se obtiene?  R. El conjunto suma.

Representar con nameros la suma de los conjuntos de letras Lima, mia, fe.
R. 9

Formar el conjunto suna de los conjuntos de letras siguientes y hallar el
rilmero cardinal de la suma:

a) cabo, uve,
by mesa, pobre, fin,
o) fibro, pruse,
R. cabotuve, 8, mesapobreling 12; libropuse, .

12

I

iy

] IE.I

e
X
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g. Representar grificamente las sumas:

a) 3+4. €} 245+ 6.
b) 5+ 8 d) 1+4+2+7.
p. ¢Por donde se empieza la adicion y por gquéz
10. ¢Cudndo se puede empezar la suma por cualquier columna?
1. Conlar
De 5 en 5 desde el 6 al 36, del 7 al 57, del 8 al 53.
w Bbw & u o B BB o 9 8RB
w Vo T e o B, B8 L0095 UGN DR
v B o B W80, 102 083, I1T . 8210
w 9 w9 . 45, 108 , 46, 136, ,, 4T . 155
w 11 o 1Y, o 20, 119, . 21 , 158, , 22 . 187.
i 18 » B w5 sa Tae IBE e Ve dTEicie e BT
w 18 o 18 & e B 189 . 18 0143 0 11 16T
12. Escribir v sumar las cantidades siguientes: 3 unidades de tercer orden,

2 de segundo, 1 del primero; 4 del cuarto orden, 15 del primero; 14 del
cuarto orden, 132 del primero.

13. Escribir y sumar las cantidades: 2 decenas de decenas, 6 unidades; 3 cen-
tenas, 8 decenas de centenas, 4 décimas de centenas: 5 millares de centenas,
6 decenas de décimas, 1 millar de centenas.

14. Escribir y sumar las cantidades: 8 unidades del quinto orden, 7 millares
de centésimas; 4 centenas de millar, 2 milésimas de millar; 9 millares de
millar, 4 decenas de centenas, 6 centésimas de millar; 8 millones de een-
tenas, 5 centenas de centenas, 6 decenas de decenas.

CASOS PARTICULARES DE LA SUMA

1) Sumando unidad. Hemos visto (34) que el 1 representa los con-
juntos de un solo elemento.
Sumando conjuntos de un solo elemento, tenemos:

1 silla + 1 silla + 1 silla = 3 sillas.
1 pera+ 1 pera+ 1 pera=3 peras.
Vemos, pues, que el nimero 3 es la suma de tres sumandos 1.

Del propio modo:
4=1+1+1+1

U osta gue e|l ndmero 4 es la suma de cuatro sumandos 1 y en gE[!.l.*r:lI:

Por tanto, cuando todos los sumandos son 1 1a suma es igual al

niamero de sumandos.
% Sumando nulo. Médulo de la adicion.  Sabemos que el 0 repre-
“nta los conjuntos nulos o conjuntos que carecen de elementos,
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$i a un conjunto
le sumamos un conjun
Por tanto, tenemos gue:

cualquiera, por ejemplo, 4 un conjunto de 5 sil !
to nulo, la suma serd el mismo conjunto de 5 I-J';Il;iur | !

n+0=n.

Fl10 es el tinico niimero que sumado con otro no lo alterg, Elo 2 [
el médulo de la suma.

LEYES DE LA SUMA

Las leyes de la suma son cinco: ley de uniformidad, ley conmutatiyy
ley asociativa, ley disociativa y ley de monotonia.

I. LEY DE UNIFORMIDAD |

Esta ley puede enunciarse de tres modos que son equivalentes: (

1) La suma de varios niimeros dados tiene un valor tinico o
siempre es igual. _ : P
3 sillas + 4 sillas =7 sillas.

d mesas + 4 mesas = 7 mesas.
3 dias +4 dias =T dias.

i —

vm{jlﬁ-r pues, que la suma de 3 y 4, cualquiera que sea la naturales
de los conjuntos que ellos representen, siempre es 7.

2) Las sumas de niimeros respectivamente iguales son iguales.

51 en cada aula de un colegio cada asiento estd ocupado por un alum-
no de modo que no queda ningun alumno sin asiento ni ningdn asiento

v | .
acio, telnfrnn:’- que el nimero de alumnos de cada aula es igual al nime:
ro de asientos del aula.

51 sumamos los nimeros que representan los alumnos de cada una de

las aulas, esta suma sers j
as, gual a la suma de los niimeros que Ie}
los asientos de cada una de las aulas. |
I

3) Suma de |
gualdades, bro varias
igualdades, resujtq Ana igualdnfum“ndu miembro a miem

Asi, sumando miembro a miembro las igualdades

a=h
c=d
m=n
resulea E+E+m=ﬁ+d+n_
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Il. LEY CONMUTATIVA

El orden de los sumandos no altera la suma.

| Ejemplo l

51 en lo sumao
2 libros + 3 libros + 4 libros = 9 libros
cambiomos el orden de los conjuntos sumandes, el conjunte suma no varia,
porque contiene el mismo nimeroc de elementos y asi, tenemos:
3 libros + 2 libros + 4 libros =9 libros.
4 libros + 3 libros + 2 libros =9 libros.
Por tanto, podemos escribir que:

24344=34+244=44+34+2=24+4+3, etc.

I1l. LEY ASOCIATIVA

La suma de varios niimeros no varia sustituyendo varios sumandos
PoOr su suma.

[ Ejemplos

{1) Si A tiene 5 afios, B & ofios y C 8 aiios, sumande edades, tendremos:
5 anos + & anos + 8 anos = 19 anos.

El mismo resultado se obtiene si sumaomos primere los edodes de A y B, lo

cual se indica incluyendo estas cantidodes en un paréntesis, ¥y a esta suma
le onadimos lo edad de C:

(5 afes + & afies) + 8 afies = 19 afos

1 ofios

porgue en ombos cosos el conjunte sumao contendrd el mismo nimero de
ahos. Luego tenemos que S5+ 6+8=(5+6)+ 8.

(2) Igualmente se tendra:

3+4+5+6=(3+A)+(5+6)=3+ (4+5+4.

PARENTESIS

Los paréntesis o signos de agrupacion tienen cuatro formas:
( ) llamados paréntesis ordinarios.
[+l 2 corchetes o paréntesis angulares,
[ » llaves.
~——  vinculo o barra.

@ USO COMO SIGNOS DE AGRUPACION

antnmi: son signos de asociacién o agrupacién, pues se usan
para asociar o agrupar los nimeros indicando una operacién, Cuando
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una operacion se encierra en un paréntesis, ello indica que dicha opera-
cion tiene gue efectuarse primero, y con el resultado de ella se verifica
la otra operacion indicada.

| Ejemplos ' |

(1) En lo expresion {3+ 4]+ 6 el paréntesis indica que primero se efectia

suma (3 + 4) =7 y esle resvltado se suma con &: :
34+4)+46=7+&=13. R

(2) En (2 5]+ 6+ 4] los paréntesis indican que primero se efection los sumas :
(2+5)=7 y 6+ 4)=10 y lvege se suman ombas: 5
(2+5)+(64+4)=7+10=17. R e anl

(3) Enla expresion 100 — [18 + (6 — 4]] los paréntesis indican que primero se efec.

tio (6 — 4) = 2, este resultado se suma con 18; 18 + 2 = 20 y 20 e resta de 100 '

100 —20=80. R ! E

I‘u". LEY DISOCIATIVA
La suma de varios niimeros no se altera descomponiendo uno o

varios sumandos en dos 0 mds sumandos,
Esta ley es reciproca de la ley asociativa.

' Ejemplos >
L

{1} En lo sumo 10+ 3, puestc que 10 =8+ 2, tendremos que: @
10+3=8+2+3 L g

(2) En lo suma 12 + 15, puesto que 12=9+3 y 15=7 + &+ 2, tendremos: i

124 15=9+4+3474+64+2. l_;ﬁ

SUMA DE IGUALDADES Y DESIGUALDADES | l_;j‘:

v. LEY DE MONOTONIA "
Comsta de dos partes:

1) Sumando miembro a miembro desigualdades del mismo sen- 4;
tido con igualdades resulta una desigualdad del mismo sentido.

Jemplos

(1) Siendo 8>3 (2) Siendo a<h
=5 ¢=? |
rosilla B+ 6>3 45 E |
13>8 I

rosullo o +ctetg<b+d+i+h
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g9) Sumando miembro a miembro varias desigualdades del mismo sen-
tido, resulta otra desigualdad del mismo sentido.

‘Epmﬂm I

{1) Siendo 5>3 (2) Siendo a<hb
472 c<d
resulta S+ 4> 342 e<f
2> 5. resulta a+c+e<b+d+Hf.
ESCOLID

Si se suman desigualdades de sentido contrario, el resultado no pue-
de anticiparse, pudiendo ser una desigualdad o una igualdad.

‘ Ejemplos I

(1) 8>3 (2) 57 (3) 59
E< 12 B>2 &> 2
B+5<3+12 5+8>7+42 5+ 6=9+2
13 < 15 139 1Mi=11.

> EJERCICIO 24
1. :Cuil es ¢l madulo de la adicion? ¢Por quée R. Ll 0, porque sumado
con otro numcio no lo altera,
2. Cuindo la suma ¢s igual a un sumando?  R. Cuando todos los sumandos
menos uno son 0.
8. :Cuindo la suma es igual al ndmero de sumandos? R, Cuando todos los
sumandos son 1.
4  5i P esla suma de P sumandos, ;cudles son los swinandos? R, Todos son 1.
B. Sumar las igualdades: g
L =
=6 m=n a=0+c
I c) f0=8 d
3 pid Bl R
R. a) G+a=6+b. b) mtp=ntq. ) ctatm=d+3+n.
d) n4m H::I"J-I-r:-i-p.
Aplicar la ley de uniformidad a las igualdades:
——— g4 ymz a+b=c+d
% % - b) % s 9 ] 1B=mtn
b=b+c¢. b+6=11 R e

R. a) atb=44b4c. b) x4+y+1l=z411.
dg atbd18dx=ctdtmtntdty.

i
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10.
11.
13.
13.
14.

16.

16.

17.

18.

18.

20.

21.

@ ARITMETICA !

& a + b +c=S, ¢cudl serd la suma de & + ¢ + af Por quéz R, g por
I':'!"' conmutativa. la
m+”_|_|||_,1ri|_-p-1rj—|-:'r|+1'l=m+f;|'+P+ﬂj:‘lDr """ R=La£¢]"tf.rn.

It atlwa. 4
Aplicar la ley conmutativa a la suma a + & + ¢ escribiéndola de
dhstantos. R. at+b+e, atctb, btate, b+cta, cta+b, c+b+a,
4 243+ 5+ 6 se puede escribir de 24 modos distinto :

:‘.;! I::;'l.“.l..--L:L'nglril'ht de mimmlu:-. distintos. H.._ Uulllllhlati\ra;s ;f:;lrﬁl?'
04 3+6+5, 2+6+5+3, 2+b6+o+a, 2+5+3+6, 2+5+6+3, etc
24+34+4=5+4 por la ley.... R. Asociauva.
Siendo m+n+ p=g podremos escribir que (m+n)+p=gq por I
ley..... R. Asocatva.
Siendo m+n+p=qy (m+n)=a podremos escribir por la ley asocia.
tiva que.... R. a+p=gq.
Escribir la suma 6 + 5+ 4 de tres modos distintos aplicando la ley asocia.
tva. R. (6+5)%4 (6+4)+5 6+ (0+4).
Escribir la suma 142+ 3+ 4 de 6 modos distintos aplicando la ley aso
ciativa. R. (1+2)4+344, (1+3)+2+4 (1+4)+243,
2+3H+(1+4), 2+4)+(1+3) B3+4)+(1+2).
Puesto que 8=5+3 tendremos que 8+ 6=.... por la ley disociativa
R. 8+6=5+3+6.
Transformar la suma 9+ 7 en una suma equivalente de 4 sumandos. ;Qué
ley se aplicaz R. 5+4+6+1; la ley disociativa.
Aplicar la ley. ... a la suma 154+ 10+ 8§ para transformarla en una suma
de 9 sumandos. R. Disociativa: 24+44+94+14+74+24+44+34+ 1
Electuar las operaciones siguientes:

a) B+ (9+3)

b) (4+3)+ (5 + 6).

) 3+(2+1)+ {246+ 5).

d) (9+4)+ 3+ (6+ 1)+ (7 + 5).

e) (12+15)+(B34+24+1)+4+ (B +34+2+8)

) 15+ [9—(3+ 2)].

g) 150 —[18 + (5 — 3) + (6 — 2)]. :

R. a) 16. b) 18. ¢) 21. d) 85. ¢) 55. f) 19. g) 1%

Sumar las desigualdades:

LT

3>2 a<h
(| >3 11 <13 = ath
fisdon (1o (i o faee
R. ) 16512, b) 18<23. ) 169, d) atmtqrr<btntt

Aplicar la ley de monotonia en: ach.
a=h, B=aq. m=n. ;_-_-.-d'-

? }E}d' ") ?9};. €) P=q d) e=
r=#s #_I.ql:lu'

i
R. a) atcsbid, by 1756+a. ¢ meptr>mtd
d) ateted phg<btdtf+o.

i

4

'ﬂu‘—:‘ "r
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FHUEBAS Y COMPROBACIONES

La prueba de la suma puede verificarse de tres modos:

1) Por la ley conmutativa. Como segin esta ley el orden de los su-
mandos no altera la suma, se suman los sumandos de abajo hacia arriba
y esta suma tiene que ser igual a la obtenida sumando de arriba a abajo,
si la operacion estd correcta.

164780 prueba.
I Ejemplo | T
4+ 54859
B4325
73562

164780

2) Por la ley asociativa. Como segin esta ley la suma no se altera
sustituyendo varios sumandos por su suma, se verifican sumas parciales
con los sumandos.y la suma de estas sumas parciales tiene que ser igual
a la suma total.

3184
e s 215} 3399
| Ejemplo | -
14181

&134
9318

19580 19580
3) Por la prueba del 9. Véase nimero 272.

ALTEHACIGHES DE LOS SUMANDOS

1) Si un sumando aumenta o disminuye un nimero cualquiera, la
suma aumenta o disminuye el mismo nimero.

En efecto: El conjunto suma es la reunién de los elementos de los
conjuntos sumandos. Si los elementos de uno de los conjuntos sumandos
aumentan o disminuyen y el conjunto suma no aumenta o disminuye en
¢l mismo nimero de elementos, la suma no seria la reunion de los ele-
mentos de los sumandos, o sea, que no seria suma,

. B43=11
Ejemplo (8420 43=11+2=13
(B—=2)+3=64+3=V.

2) 8i un sumando aumenta un niamero cualquiera y otro sumando
el mismo nimero, la suma no varia.

~ En efecro: Al aumentar un conjunto sumando en un nimero cual-

iera de elementos la suma aumenta en el mismo niimero de elementos,
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pero al disminuir otro conjunto sumando en el mismo nimero de ¢

tos. la suma disminuye el mismo niumero de elementos que habiy
tado, luego no varia.

-

1.

4. x+a=259 Cuil serd la suma s1 x aumenta § y a disminuyg 8 R. 59

EJERCICIO 25

0m¢ alteracidn sufre una suma s1 un sumando aumenta § unidad
. - -
otro aumenta 87 R. Aumenta 14 unidades.

a+b+e=10. Cudil seria la suma si ¢ aumenta 3, b auments 5

aumenta 107 R. 28 Te
3. m+n=52. (Cuil serd la suma si m disminuye 4 y n disminuye §¢ g_ 49

5. x +b=1516. ¢Cudl serd la suma si x disminuye 35 y & aumenta g

10.

R. 1567.

a+b+e=104. Cudl serd la suma (@a+5)+(b—8)+(c+9? R. 10
Un sumando aumenta 56 unidades y hay tres sumandos que disminuyen §

cada uno. ;Qué le sucede a'la suma? R. Aumenta 38 unidades,

Un sumando dismiuye 6, otro 4, otro 7 y otros tres aumentan cada uno 5.
¢Qué le sucede a la suma? R. Disminuye 2 unidades.

d4+a+9=20. Hallar:

a) T+a+9 =.... d) o+(@—2)+8=....
b) 4+a+6 =.... e) l1+{@a—-3)+9=....
c) B+a+12=.... Hh S+{a+6)+9=....

R. a) 22 b) 16. c) 26. d) 18. e) 23. f) 20+
g+ x+19=2580. Hallar el valo: de m cuanda:

a) {'“_4}+{#+5]I+m=8[l_ c) {a+5}+{x+ﬂ}+m=$ﬂ~
b) (e + 4) + (x — 6) + m = 80. d) {ﬂ_3}+{x_4:|+m:m.
R. a)18. b)2l 12 42

EJERCICIO 26

. éCudnto costd lo que al venderse en $12517 deja una pérdida de §13187

R. $13835.

A como hay que vender lo que ha costado 9300 bolivares para g%
1315¢ R, 10621 bolivares,

Después de vender una casa perdiendo $3184 presté $2006 y m€ quede
con 315184. (Cudnto me habia costado la casa? R, $20374.

El menor de 4 hermanos tiene 21 afios y cada uno le lleva 2 anos g &
be sigue. JCudl es la suma de las edades? R. 06 anos.
- i ‘
Hallar la edad de un padre (que tiene 15 afios mds que la 'm“cif'i:"
u

edades de 4 hijos que tienen, el 49, - L fio mds (]
el 295 ahos mis fque el 4%, y ;-i 1% lﬂl;ti :,?,:!1:; jl,;L ::Int'r{!u ;unl.ﬂl. R 4 yee

El.ll.mml

&y

a
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11.

14.

15.

18.
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Una casa de comercio gand en 1961, $32184; en 1962, $14159 mds que el
ano anterior; en 1963 tanto como en los dos afios anteriores juntos; en
1964 tanto como en los tres afios anteriores y en 1965, $12136 mds que
lo -:Eu- gand en 1964 y 1962. ¢Cudnto ha ganado en los cinco ilgcu?
R. 3520641

Si ganara $56 menos al mes podria gastar $35 en alquiler, $40 en manu-
tencion, $18 en colegio para mis hijos, $59 en otros gastos y podria ahorrar
$32 al mes. jCudnto gano al mes? R. $240.

Para trasladarse de una ciudad a otra una persona ha recorrido: 38 millas
en auto; a caballo 34 millas mis que en auto; en ferrocarril 316 millas
mas que en auto y a caballo; y en avion 312 millas. Si todavia le faltan

51t mullas para llegar a su destino, jcudl es la distancia entre las dos
ciudades? R. 1364 millas.

La superlicie de la provincia de Matanzas excede en 223 Kms.? a la super-
hicie de la Habana; Pinar del Rio tiene 5056 Kms? mds que Matanzas;
Las Villas tiene 7911 Kms.* mds que Pinar del Rio; Camagiiey 4687 Kms.?
mads que Las Villas y Oriente 10752 Kms.? mds que iey. Si la
superficie de la.provincia de la Habana es 8221 Kms.2, jcudl es la super-
ficie de Cuba? R. 114524 Kms?

¢Cuil serd la poblacidén de Cuba sabiendo que Pinar del Rio tiene 52642
habitantes mds que Matanzas; Camagiiey 169834 habitantes mds que Pinar
del Rio; Las Villas 411906 habitantes mds que Camagiiey; ?a Haba-
na 308641 habitantes mds que Las Villas;, que Matanzas tiene 395780
habitantes y que Oriente tiene 258803 habitantes mds que la Habana?
R. 5829023 hab.

Un hombre que nacid en 1911 se casé a los 25 anos; 3 afios después nacid
su primer hijo y murit cuando el hijo tenia 27 afios. ¢En que afio murié?
R. 1966,

Compré un librg que me costd $16; un r.ra!je que me costé $35; una cimara
fotogrifica que me costd $42 mds que el libro y el traje juntos; un anillo
que me costd $13 mids que el libro, el traje y la cdmara; y un auto que
me costd $1235 mds que todo lo anterior. 51 me sobran $211, jcudnto dinero
tenia? R. $2048.

Roberto Herndndez acabd el Bachillerato a los 15 aiios; se gradud de abo-
gado 6 anos después; se casd 5 anos después; se embarcd para Méjico 7 afios
después y 12 anos después obtuvo una Cdtedra. 5i Roberto tuviera 12
afivs mis habria nacido en 1909. /En qué afio obtuve su Citedra?
R. En 1966
Cada uno de § hermanos recibio por herencia $316 mds que el anterior
o orden de edad, y el menor recibié $10132. Se pagé un legado de
?ﬁﬁ]é y se separaron 3415 para gastos. ¢A cudnto ascendia la herencia?
R. §71561.
En reparar un auto se gastaron 386, en ponerle gomas $62; en pintura
$19 y al venderlo en $136 menos gque el costo, se recibieron $854. yCudnto
ha costado en total el autor R, $1157.

Un auto abierto costd 3084, uno cerrado $195 mds que el abierto, y un
camidm tanto, como los dos autos juntos. En chapas se gastaron 356 y en
bBescinas 345 mas que en las chapas. JEn cudnto se vendieron si se obtuvo
una ganancia de §12000 R. 36673,
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El signo mis antiguo para indicar |a resta lo encontramos en ol famoso papiro de Rhind, tal como |5 —_—

bian los egipcios (4). Se cuenta que los signos actuales de suma y resta se debe a que los mercaderss Anligyos

iban haciendo unas marcas en los bultos de mercancias. Cuando pesaban los sacos les ponian un gigny
mias (+) o un signo (), segun tuvieran mayor o menor cantidad de la estipulada,

RESTA O ¢ CAPITULO wl

HESTL SU OBJETO COMO INVERSA DE LA SUMA

La resta es una operacién inversa de la suma que tiene por objeto,
dada la suma de dos sumandos (minuendo) y uno de ellos (substraendo),
hallar el otro sumando (resta, exceso o diferencia).

El signo de la resta es — colocado entre el substraendo y el minuendo.

Siendo a el minuendo, b el substraendo y d la diferencia, tendremos
la notacidn:

a—b=d.

De acuerdo con la definicion de resta, la diferencia sumada con el
substraendo tiene que dar el minuendo.

Asi, en la resta 9 — 4 =5 se tiene que 5+4=19
Yy en 8—2=46 se tiene que 6+ 2=8.
En general, siendo a— b =d se tendrd que b+d=a.

¢POR QUE LA RESTA ES INVERSA DE LA SUMA?

o ' ndos,
La resta es inversa de |a suma porque en ésta, dados los suma -
hay que hallar su suma, MICnLras que en la resta, dada la suma de
mandos y uno de ellos, se halla ¢l otro sumando.

10 |



resta @ 71

'. PRUEBAS

La prueba de la resta puede verificarse de tres modos:

1) Sumando el substraendo con la diferencia, debiendo dar el mi-
nuendo.

3 93254 Prueba: 8074 s.
| Ejemplo I 58076 v 35178 d.
35178 93254 m.

2) Restando la diferencia del minuendo, debiendo dar el subs-
traendo.

: 15200 15200 m.
I Ejemplo I 13896 1304 d.

1304 13896 .

3) Por la prueba del 9. (Véase nimero 274).

EJERCICIO 27

. ¢Por qué la resta se empieza por la derecha?

. ¢En gué caso es indiferente comenzar la resta por cualquier columna?

. Si el substraendo se suma con la diferenacia, se obtiene . .. R. El minuendo.
. Si se resta la diferencia del minuendo, se obtiene . ... R. El substraendo.

. 5i se suma el minuendo con ¢l substracndo y la diferencia, se obtiene. ...
R. El doble del minuendo.

Si del minuendo se resta la diferencia y de esta resta se quita el subs-
traendo, se¢ obtiene.... R. 0.

. Restando del minuendo la suma del substraende y la diferencia, se
obtiene.... R. 0.

. Siendom+n=p, ' tendrd que mes .... deny p que n es .... entre
#ym. R. La _.lerencia; la diferencia,

. Siendo m—n: , se verilica que n=.... ym=....
R. n=m—p, m=p+n.

. Siatb=¢ se verilica que b=....ya=.... R, b=c—a,a=¢c-b
. 6+ n=H#1, jqué namero cs n?  R. n=2H
a = 315 = 618, squé nimero es a? . R, a =833,
« @=x=36 y a=H#b, qué nomero g8 x? R, x = 49,
a—b=14 y a— 14 =36, ;qué minxm es b7 R. b=36.
a — 36 =81, jyué nGmere es a7 R, a=117
d=m=0§ y a+m+H=12 qué ndmero es m¢ R. m=1.
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17,
.

a0,

41.

11,

11.

a=bmo Blendo b4 owil0y a~owld, ué nimero e o) R, gmyr
Wostar sucesivamenter W, 4, O, 7, 8 de cada uno de los nomeros %, *
db, 00, TE, W1, DY
Wastiur sucesivamenter 11 14 1 1, 16 de cada une de los nidmergs 5,
i, Tu, W1, w11,

- entre 4 millones, 17 decenas de millar, :
:ll::':::"':':*':::'. :;"l::'l:“. H 11!'1'!!"!- de decenn, 14 unidades, M decanas Y

Ballay ba diferencin entre dos ndameros formados de este mogde: el primerg
0 wnidades e u"']:llmu agrilen, 4 de cuario arden ¥ H il L eerg ¥ ¢l se
gundo, L4 unidades de quinio orden, o de coarno orden, § de rcerg
Hode primero,

EJERCICIO 28

S oel minuendo es 342 y ¢l resto 1660, jeudl es el substraendor R, 186,
SEel subistracnde es Q0810 ¥ el resto 96810, jcudl es el minuendo? R, 6630,

Tenla 3K, Compré un traje y me quedaron 3868, pCudnto me costd
el trajed R, 360,

Despuds de gastar 3419 me quedaron 3610, Cuwidnte enla al principio?
P STHT

SEtuviera 35 caballos mis de los que wengo wndria 216, JCudntos caballos
tene mi hermano s el ndmero de los mios excede al nimero de los suyos
en By R, 92

Sorecibiera 3146 podila comprarme un auto de 3560, dCudnto engo?
R. 16,

La suma de dos ndmeros os D18 y el mayor ex 312, Hallar ¢l menor,
R. 206

El duplo del menor de dos ndmeros es 618 y la suma de ambos 14673,
Hallar el nwimero mayor, R, 14304,

EI triplo de la suma de dos ndmeros es 64 y el duplo del menor, 20.
Hallar el mayor, R, 11,

EI mayor de dios nimeros es P76 y la dilerencia entre ambos es 3456,
Hallar ¢l menor, R, 420,

El menor de dos niimeros s P34y la diferencia entre ambos 1897
Hallar ¢l mayor. R. 14201,

La diferencia de dos nimeros es § ¥ el mayor excede a la dilerencia en 12
Hallar el mayor, R, 20,

o La suma de dos nimeris os 160y B mitad el mayor 46, Mallar el menor,

R. O#,

:]I r:::r;ncll! lrle ﬂ;ﬂ e o -El‘ﬂh',l' y el duplo del menor 1200, Hallar

kI menor de dox ndmeros e 16 y el doble del exceso del mayor sabre €l
menor ex B4, Hallar ¢l muyor, ; TH,
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;Fn cudnto excede la suma de 756 y 8134 a la diferencia entre 5234 y
1514 R. En 5170.

Al vender una casa en $12138 gano $1815. ;Cudnto me habia costado
la casar R. $10323.

$i Pedvo tuviera 12 anos menos tendria 48 afos, y si Juan tuviera 13
afios mas tendria 23 anos. (Cudinto mids joven es Juan que Pedro?
R. 50 anos.

A nacid en 1941, B en 1963 y C en 1323, JsEn cudnto excedia en 1966
la cdad de C a la diferencia de las edades de A y B? R. 21 afos.

Si vendiera mi auto por $1654, ganaria $319. Si al vender otra miquina
en $5.45 Purdi $164, scuidl me costd mis y cudnto? R, Mi auto, %336 mas

A ticne 15 anos; B, 2 anos mas que A; C, 5 anos menos que A y B juntos,
y D), 9 anos menos gue los tres anteriores juntos sCudl es la suma de las
cuatro cdades? R. 109 anos.

Tenia $1054. Compré un auto y me uedé con $1965. Entonces recibi
$7:, compré un solar y me quedaron 3742, ;Cuinto me costd el auto y
cuinto el solarr  R. Auto, $1095; solar, $2106.

El lunes deposito 500 bolivares en ¢l Banco, el martes pago 256, el miér-
coles pago 96 y ¢l jueves deposito 84 Si presto entonces 45, Jcudnto tengo?
R. 187 bolivares.

si vendo un caballo en 384, ganando $14, jcudnto me habia costado?
R. $66.

Compré una casa por $12500 y un automévil por $5000. Vendi la
casa en 312564 y cl automavil en $11676. ¢Gané o perdi, y cudnto?
R. Gané $3740.

Fenia 4500 bolivares, presté 872, pagué una deuda y me quedaron 1345.
Cuinto debia? R, 2283 bolivares.

Un hombre deja 9500 sucres para repartir entre sus tres hijos y su esposa.
El mayor debe vecibir 2300; el segundo 500 menos que el mayor; el
tercero tanto como los dos primeros y la esposa lo restante. JCuidnto recibio
éstar R. 1300 sucres.

Enrique compra un auto y mis tarde lo vende por $5400, perdiendo $850.
Si entonces gana en un negocio §2300, fcudnto mas que antes de comprar
el auto tiene ahorar R, $1450.

S la difercncia de dos nimeros es 14560 y el duplo del mayor 60000,
ien cuanto excede el ndmero 76043 a la diferencia de los dos nimerosr

R. En 61103.

Un comerciante pide 3000 Kgs. de mercancias. Primero le mandan 854 Kgs.,
mids tarde 123 hygs. menos gue la primera vez y despucs 136 Kgs. mis que
la primera ver. jCuianto lalta por enviarle? R. 405 Kgs.

S me sacara 2500 colones en la Loteria wendria 5634, 51 mi hermano tene

936 menos que yo, Y mi prima B3 menos que mi hermano y yo juntos,
suanio tenemos eotre los rese R, D771 colones.
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REPRESEMTACION GRAFICA DE LA RESTA
‘ Ejemp!u ' Representar graficamente la diferencia 7 — 4,

;Yo B

e o PR,

1 e 3 —— i
l FIGURA 22 |

e representa el minvende (fig. 22) por un segmento AB=7 y el substraends por
un segmento CD =4. Se transporta el segmento substraendo CD sobre el

mente minvendo AB de modo que coincidan dos de sus extremos; en lo figurg
se ha hecho coincidir D con B.

El segmente CA = 3 representa lo diferencig 7 — 4-

# EJERCICIO 29

Efectuar griaficamente:

1. 3—-1. 4. §—4, 1. 10—3
2. 4=13. - - 8. 18 —1T.
3. 5—9 . 9—2 4. 9-—9

LE'I"ES DE LA RESTA

Las leyes de la resta son dos: la ley de uniformidad y la ley de mo-
notonia.

@I. LEY DE UNIFORMIDAD

Esta ley puede enunciarse de dos modos que son equivalentes:

) !} La diferencia de dos numeros tiene un valor Gnico o siempre e
igual. Asi, la diferencia 7 — 2 tiene un valor unico 7 —2 = 5, porque 5 €s
el tinico niimero que sumado con 2 da 7.

11-3=8 dnicamente porque 8 es el dnico nimero que sumado
con 3 da 11.

2) Puesto que dos numeros iguales son ¢l mismo numero, se tiene

que: Restando miembro a miembro dos igualdades, resulta otra igualdad.
Asi, siendo - s

= |

resulta | ;,-i-l,-#,.

- |

Fi,
et
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RESTA DE IGUALDADES Y DESIGUALDADES

Ii. LEY DE MONOTONIA

Esta ley consta de tres partes:

1) S5i de una desigualdad (minuendo) se resta una igualdad (subs-
traendo), siempre que la resta se pueda efectuar, resulta una desigualdad
del mismo sentido que la desigualdad minuendo.

| Ejemplos I

B>35 A7 a>b
2=2 4=4 c=d
B—2>5-2 b—4 <7 -4 a—c>b—d.

6> 3. 2<3.

Z) 5i de una igualdad (minuendo) se resta una desigualdad (subs-
traendo), siempre que la resta se pueda efectuar, resulta una desigualdad
de sentido contrario que la desigualdad substraendo.

i Ejemplos l

=9 8=8 a=b
5>3 2<7 c<d

9~5<9-3 B—=2=8—7 g—c>b—d.
4 < 6. &> 1.

3) 8i de una desigualdad se resta otra desigualdad de sentido contra-
rio, siempre que la resta sea posible, resulta una desigualdad del mismo
sentido que la desigualdad minuendo.

i

Ejem
7>4 3<8 a<h
2<3 B e c>d
Jol> =13 J=2 P =] a—c<b—d,
551 1<7.
ESCOLIO

51 se restan miembro a miembro dos desigualdades del mismo senti-
4o, el resultado no puede anticiparse, pues puede ser una desigualdad del
mismo sentido que las dadas o de sentido contrario o una igualdad.
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I Ejemplos I

=4 8>5 5<8

F>3 F>2 4<7
§=7F>d4=3 B—7<5~-2 5—4=8-7

22>1. 1<3 1 =1

» EJERCICIO 30

B

2.

B.

6.

10
11.

Sia—-m=py b=ayc=m, dqué se verifica, seghin la ley de unifor.
midad? R. b—c:p.

Siendo m=n y p=gq, qué se puede escribir segan la ley de uniformi.
dad? R. m—p=n-—gq.
Aplicar la ley de uniformidad en:
ja=b. 55=& jx:}
%) {3=3. ) | m=1 ¥
R.a)a-38=b-3. b) 5—-m=5-—n. ) x—p=y—gq.
Si en el aula Marti hay el mismo nimero de alumnos que en el aula

Judrez y de cada una se retiran 10 alumnos, jqué sucederd y por cudl ley?
R. Quedari igual nimero de alumnos en ambas, por la ley de uniformidad.

Escribir lo que resulta restando ¢ de ambos miembros de a + b=d+f.
R. a+b—c=d+[—c.
Restar m de ambos miembros de a+m=5b+m. R. a=b,
Aplicar la ley de monotonia en:
1> 4. a=>b. m < n.
a)
) [a=b. b) 5=A5. 9 47
R. a) T—a>5—-b. b) a—5>4—5. C) m—c<n—d.
Aplicar la ley de monotonia en:
a=b, m=mn. T
a j b .i' y
) [3>2. ) | 6<9. 2 {.ﬁ}d.
R. a) a—3<b—-2 by m-6>n-9. ¢ x—b<y—d
Aplicar la ley de monotonia en:
8> 5. a<b. m< n.
a b
) 1‘2{3. ) {4}2. - {x}j.
Q R. a) 6>2 b) a—d4<b-2. ¢ m—x<n-—y.
dQué se obtiene restando ¢ < d de b No se
puede saber, Rl e

Pedro es hoy dos afios mayor que su hermano, Hace 5 afios, Jquién era
el mayor? jQué Jey se aplica? R. Pedro; la ley de monotonia.

Maria y Rosa tienen la misma edad. La edad que tenia Maria hace 5
afios, sera mayor o menor que la que tenia Rosa hace 7 afios? ¢Por qué?
R. ﬂ:yur; por la ley de monotonia,

A ¥ B tienen el mismo dinero. $i A perdicra B $7, quién se que
daria con mas dinera? Por qués Rl:m B; pur"ﬂlnrler ﬁe f&nnntﬂnﬂ-
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14. A es mis joven que B, Quién era mayor, A hace 10 afos o B hace 7
anos? (Qudé ley se aplica? R. B: por la ley de monotonia.

16. El pastor Carlos tiene mis ovejas que el pastor Enrique. 5i a Enrique
se le mucren mis ovejas que a Carlos, jquién se queda con mds ovejas?
dQué ley se aplhicaz  R. Carlos; ley de monotonia.

16. A vene mas dinero que B. Si A gastara mds que B, jquién se quedaria
con mds dinero? R. No se sabe.

17. Carlos es el hermano menor de Roberto. ;Quién era mayor, Carlos hace
4 anos o Roberto hace 9 anos? R. No se sabe.

@ ALTERACIONES DEL MINUENDO Y EL SUBSTRAENDO

1) Si el minuendo aumenta o disminuye un nimero cualquiera y el
substraendo no varia, la diferencia queda aumentada o disminuida en el
mismo numero.

En efecto: Sabemos que el minuendo es la suma de dos sumandos
que son el substraendo y la diferencia. 5i el minuendo, que es la suma,
aumenta o disminuye un nimero cualquiera, y uno de los sumandos, el
substraendo, no varia, el otro sumando, la diferencia, necesariamente tiene
que aumentar o disminuir el mismo nGmero, porque si no el minuendo
no seria la suma del substraendo y la diferencia.

: 9—-7=2 8—5=3
Ejem (9+3|—7=2+3 (8—2]|—5=3—2
12—7=5 §—5=1.

%) Si el substraendo aumenta o disminuye un nimero cualquiera y
el minuendo no varia, la diferencia disminuye en el primer caso y aumen-
ta en el segundo el mismo nimero.

En efecto: Si el substraendo, que es uno de los sumandos, aumenta
o disminuye un numero cualquiera y el minuendo, que es la suma, no
varia, el otro sumando, la diferencia, tiene que disminuir en el primer
caso y aumentar en el segundo el mismo nimero, porque si no la suma o
minuendo variaria.

P 10—3 =7 15—9 = 6
umm 10— (3+5)=7—5 15=(9—4)= 6+4
0—8 =2 15—5 =10.

7) Si el minuendo y €l substraendo auvmentan o disminuyen a la vez
un mismo nimero, la diferencia no varia.

En efecto: Al aumentar ¢l minuendo cualquier ndmero de unidades
la diferencia aumenta el mismo nimero, pero al aumentar el substraendo
el mismo ndmero, la diferencia disminuye el mismo namero, luego no varia,

Del propio mode, al disminuir el minuendo un nimero cual uiera
de unidades, la diferencia disminuye en el mismo niamero, pero al dismi-
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nuir el substraendo el mismo numero de unidades, la diferenciy
el mismo numero, luego no varia.

P ARITHMITICA

Iltmgn“

=16 ra =% 17 =3)= (1l =gy o
2 (15+2)—(6+2)= ==l =-3)=
| Bjemplos I 17—8=9 PR o

>
1.

10.

11.

1Z.

Siendo a — b= 11, diga Cuatro

EJERCICIO 31

¢Que alwracion sulre una resta 51 el minuendo aumenta § unidades;

dismunuye 14 umdades?r  R. Aumenta 8 unidades; disminuye 14 unidades,

¢Que alteracion sulre una resta st el substraendo aumenta 4 unidades; g
3 5 : ; ; . .

disminuye 57 R. Dismunuyve 4 unidades; aumenta 5 unidades,

¢Qué alteracion sufre una resta si el minuendo aumenta 8 unidades y el

substraendo aumenta otras 8 unidades: R. Ningumna.

dQué alteracion sufre una resta si el minuendo disminuye 40 un':liild::]r

el substracndo aumenta 237 R. Disminuye 63 unidades.

dQué alteracidm sulre la resta si el _minu:.*n-.iu aumenta § unidades y el
substracndo aumenta 147 R. Disnunuye 6 unidades.

St el minuendo y el substraendo se aumentan en 10 unidades, yqué le

sucede a la resta? ¢Y si disminuyen 7 unidades cada uno? R. No varia;
no varia.

Siende a — b =17, escribir la diferencia en cada une de los casos s
EI.-I-J-L'IHL‘E:

a) (a+5)=b=..., d) a={0=1=, ...
b) a=(b+3)=.... ¢) (a+2—-(b+2=....
) (s—H-b=.... Iy a=2)—(b=2)=....

R. a) 22. b) 14. ) 13. d) 18. € 17. £ 17

SiE_miu m—n=4d escribir la diferencia en cada uno de los casos s
guicntes:
a) (m+5)—(n+3)=.... ) m=3)—-(n-§)=....
b) m—T-(n+4)=.... d) m+6—-(n—-2=....
R. a) 37. b) 24. ¢) 40. d) 8

Siendo 79 — b =50, reemplazar en los casos siguientes la palabra me

muendo Por un nimero:

minuendo — b = G4,

minuendo - b = 42, R, a) 83 b) 71

Siendo x — 36 = 0, reemplazar la palabia substraendo por un nmer
x — substraendo = #1,
¥ — substraendo = 106

d,
alicraciones que puedan realizase ©0
en b o en ambos a [a ver, prara gue la llih':r-um!:u swa 13 R Pueden
hacerse muchas combinaciones.

; il
Siendo m —n = 16, diga cuatro alteraciones que podrlan realizarse ::’ﬂ

en b oo en ambun a la ves R P
hacerse muchas :trmhi'nu'lwpt::.. que 'n difarencia’ fuers 18 A
|
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Fl enpiritu practico que animaba a los ramanos no les permitié hacer grandes progresos en los problemas

tetricos de las ciencias matemilicas. Esto ss comprande major ain, sl se plensa en las deficiencias de eu

sistema de numerscién, gue cresron siguiendo la huella de los griegos. Los hindGes llegaron a i
mis abstractas, tal comeo as pueds apraciar en o manuvscrito Bakhshali gue data del sigls Vil (D. C.).

_ _,. 5 -',.:Ji’“_.a"-'*..Jﬂ'r"f CAPITULO V"I

Haremos €] estudio de las operaciones indicadas de suma y resta pri-
mero desde un punto de vista practico, y luego bajo un aspecto tedrico.

PRACTICA

)

ITDPEEAEIGHES INDICADAS DE SUMA Y RESTA

EM QUE MO HAY SIGNOS DE AGRUPACION
Estas operaciones se efectian en el orden que se hallan.

F..'jn::mpiﬂﬁ I

(1) Efectuar 54+ 4—3+ 2.
Diremos: 54+ 4=9, 9—3=& 6+ 2=8, luego:
f44—34+2=8. R

(2) Ffactuar B=3 4+ d4=149-=7.

Lhrerncs:
B=3=5544=9,9=-1=8,84+9=17; 17=7 =10, lvege:
B=34+4=149=7=10 R

19
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» EJERCICIO 32 ‘

Efectuar:
1. 3+2—4—1. R. 0.
2. T—3+6—2+8. R. 18.
3. 11—4+13—2—6+3. R. 15
4. 19+15-18—10+4—7+9. R. 12
5. 32—19+43—18+35—53 R 20
g. 29—424+108—104+315—136—48. R. 152
7. 300—41—63—06—31+89—114+1056. R. 1140.
8. 915+316—518—6564+673—185+114+2396. R. 3057. g

L =\

@DFEHCI{}HEE INDICADAS EN QUE HAY SIGNOS
DE AGRUPACION
Deben electuarse en este orden: Primero, las operaciones encerradas
dentro de los paréntesis, hasta convertirlas en un solo nimero y luego
efectuar las operaciones que queden indicadas, como en los casos anteriores,

‘ Ejemplos | |

(1) Efectuar [F—2)4[54+4)—(3—2).
Efectuamos primero las operaciones encerradas entre los paréntesis:
7—2=35 54+4=9 3-2=1 y tendremos:
(7=2)+(5+4)—[3—-2)=5+9—1=13. R » E

(2) Eleclunr350—[?—2+5j—-£ﬁ+3|+l'?+3-—2]. K
Tendremos:
B0—(7—2+5)=(6+3)+(9+8—-2)=350—10—9+15=346 R

> EJERCICIO 33

Efectuar:

1. (445+43)+8. R. 20. 12. (43—15)—19. R. &

2 60—(3+7+5), R. 40. 13. (9+4+5)—(7+3+2). R &

8. 150—(14—g). R. 142. 14. (11-5)—(9-3). R0

4 (B+44+2)+(B45+11). R. 37 15. (7+6)—(9—8). ol

5 (9-6)+4. O/ 16. (11-5)—4. R 2

8. (5+6)+(7+8). R. 26, 17. (9—4)+(3+2+5). R. 15

. (6 +(1-4) X 8. 18. (—4)+(8—3). R 10

B. (9+5)+(7~2). R. 19, 19. (85—40)—(95—80). R. 30

P 9. 56—(3+5+11). R. 37. 20. (144 6—4)—(9-7-2). R, 16.
10, (8+744)~16, R 3 21. 450—(14—6+5—4). R. 4d1.
¥ 11 89—(56—41). R. 74, 22. (9~649)~2—(8-7+1). R. 2

L
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23. (1440)—(b—4+3)+(6—4+2). R. 18,
24. 250—(6=4+5)—8—(9=5+3). R. 228.
25. J00(3—=2)=(9=3)—(+5—4). R. 292.
46. (7=a)+(13—4)=(17+3)+(18-9). R. 0O
7. (15=T)+(6—=1)=(9-6)+(19+8)—(3—1)+{4+5). R. 4.
28. (13—5+6)—(21+2-18)+(T-5)—(8—2+1). R. 4.
29. 350—2—-125+4—(31-30)—(7—-1)—(5—4+1). R. 218.
30. (3=1)—(16—9)+4—1+9—6+(11—6)—(9—4). R. &

| Ejemplos I

( 3) Efectuar 30+ [84— (7 — 2]

Cuando hay un signo de agrupacién encerrado dentro de otro, debe efec-
tuarse primero lo operocion encerrada en el mas inferior. Asi, en este caso
efectuamos primero la operacion |7 — 2) =5, y tendremos:

WN4+[84—(7T—2)]=304[B4—-5]=30+79=109. R
(4) Efectuor 800 —[454+ ] (B—4)+(7—2) ;]
Efectuomos primero 8—4=4 y 7 —2=5 y tendremos:

-[aﬂ+{|ﬂ 41+|?-:|:-]- —[45+{4+5}]
—[454+9]=800—-54=746. R.

> EJERCICIO 34

Efectuar:
1. 404[25—(3+2)). R. 60.
2. 60+[4+2)-5]). R. 6L
3. 150-[(5—1)—(4—3)) R. 147.
4. 2504 [(T—2)+(4—1)+(3-2)] R. 259.
5. 430—[6+{4—(3=1)}]. R. 442
8. 520+[8—3+{9—(4+2-1)}] R. 529.
7. (150—=5)—{ 14+(9—ti+3) }. R. 125.
B, 500—{6+[(14—6)—(T=2)+(4=1)]}- R. 458
B.  500—{14—[T—(6=5+4)] }. R. 488
10.  B56+4 19=3—[6+(5=3)—(241)+(6-3)]}. R. 8iij.
11.  [B4+(4=2)]+[0—(3+1)). R. 15
12. (= 4)—(B=2)]=[(#=T7)=(6=5)]. R0
13. s+ fp=Lti=(5=4)} |+ 1H={11=[T-(3=2)] }. R. 21
4. 250—[(64+4)—(1=1)+2]+{ 16=[(8+3)—(12=10)]}. R. 247,
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Estudiaremos ahora el modo de efectuar las operaciones indicadas de
suma y resta, fundado en las propiedades de la suma y la resta. Es nece.
sario conocer este método porque si las cantidades estin representadas
letras no pedemos efectuar las operaciones enffrrada_v. en los paréntesis .
por tanto no se puede aplicar el método explicado anteriormente.

SUMA

SUMJ& DE UN NUMERO Y UNA SUMA INDICADA

Para sumar un numero con una suma indicada se suma el nimerg con
uno cualquiera de los sumandos de la suma.

Sea la operacion (2+ 3+ 4) + 5. Decimos que:
{2+3—!—4]+ﬁ=:3+{:i+5;+4=14_
En efecto: Al sumar el namero 5 con el sumando 3, la suma (2+3+4)

queda aumentada en 5 unidades porque (105) si un sumando se auments
en un numero cualguiera la suma queda aumentada en dicho niamero.

En general: (a+b+c)+d=a+(b+d)+ec.

@SUH.# DE DO5 SUMAS INDICADAS

Para sumar dos sumas indicadas se suman todos los sumandos que la
forman.

Sea la operacion (3 + 6) + (7T + 8). Decimos que:
WBHE)+(T+8)=50+6+7+8=726
En efecto: Al afadir la suma 7 + 8 al sumando 6 de la primera suma,

€sta suma queda aumentada en 7 + 8 unidades por la misma razén del caso
anterior.

En general: (@+b)+(c+d+e)=a+b+ct+d+e

@ SUMA DE UN NUMERO Y UNA DIFERENCIA INDICADA
Para sumar un nimero con una diferencia indicada, se suma el nu-
mero con el minuendo y de esta suma se resta el substraendo.
Sea la operaciéon (7-5)+ 4. Decimos que:
(T=5)+4=(T+4)—-5=11-5 =6
En efecto: Al sumar el nimero 4 al minuendo, la diferencia T -5
queda aumentada en 4 porque (118) hemos visto que si el minuendo se au

Menta en un namero cualquicra, la diferencia queda aumentada en esc
ndmero.

En general. (@ =)W e @4 = b7
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sUMA DE DIFERENCIAS INDICADAS
Para sumar dos o mas diferencias indicadas, se suman los minuendos
y de esta suma se rest la suma de los substraendos.

Sea la operacion (8 — 5) + (6 — 4). Decimos que:

(B—a)+(b—d)=(B+6)—(b+4)=14-9=5.

En clecto: Al sumar al minuendo 8 el minuendo 6, la diferencia (8—5)
queda aumentada en 6 unidades, pero al sumar al substraendo 5 el subs-
raendo 4, la dilerencia (8 = 5) queda disminuida en 4, luego si (8 — 5) au-
menta 6 y disminuye 4, queda aumentada en 2 unidades, que es la dife.

rencia 6 — 4.
En general: (a— )+ (e —d)=(a + c) — (b + d).

.SUM.& DE UNA S5UMA Y UNA DIFERENCIA INDICADA

Para sumar una suma con una diferencia indicada, se suma el mi-
nuendo con uno de los sumandos de la suma y de esta suma se resta el

substraendo.
Sea la operacion (44 5) + (8 — 6).  Decimos que:
(4+3)+(B—6)=(4+5+8)—6=17—6=11.

En efecto: Al anadir ¢l minuendo 8 al sumando 3, la suma 4 + 5 que-
da aumentada en 8 unidades, pero al restar el substraendo 6 queda dismi-
nuida en 6 unidades, luego si la suma (4 + 5) aumenta 8 y disminuye 6.
aumenta 2, que es la diferencia 8 — 6.

En general: (a+b)+(c—d)=(a+b+c)—d.

RESTA

RESTA DE UM NUMERDO Y UNA SUMA INDICADA
Para restar de un nimero una suma indicada, se restan del nimero,

uno, a uno, todos los sumandos de la suma.
Sea la operacion 256 — (24 3+ 4). Decimaos que:
G =2+ d+ )= =2=8—-d=16
En efecto: Si 25 se disminuye primero en 2, después en 3 y luego
en 4, queda disminuido en 9 unidades que es la suma 2+ 3 + 4,

En general: g=(b+ ¢+ dy=a=b=c~d

RESTA DE UNA SUMA INDICADA Y UN MUMERO
Fara restar de una suma indicada un niamero, se resta el namero de

Cualguier sumando de la suma,
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Sea la operacion (4 + 5+ 6) — 3. Probar que:
(4+5+6)—3=(4—-3)+5+6=12.

En efecto: Al restar el 3 de uno de los sumandos
queda disminuida en 3 unidades (108).

En general: (@+b+¢)—d=(a—a)+ b+ c.

de la sumg, dsta

RESTA DE UN NUMERO Y UNA DIFERENCIA INDICADA

Para restar de un nimero una diferencia indicada, se suma el subs.
traendo con el nimero y de esta suma se resta el minuendo.

Sea la operacion 50 — (8 = 5). Decimos que:
50 — (B —=35)= (50 + 5) — 8 = 47.
En efecto: Sabemos (113) que si al minuendo y al substraendo de upg

diferencia se suma un mismo numero, la diferencia no varia. Afadien.
do 5 al minuendo y al substraendo de la diferencia 50 — (8 — 5), tenemos:

50— (8—5)=(B0+5)—(B—-5+5)=(50+5)—8
porque si a 8 le restamos 5 y le sumamos 5, queda 8.
En general: a—(b—c)=(a+c)—b.

HESTA DE UNA DIFERENCIA INDICADA Y UN NUMERO

Para restar de una diferencia indicada un nimero, se resta del mi
nuendo la suma del substraendo y el numero.

Sea la operacion (15— 7) — 6. Decimos que:
(5=T)—6=15—-(T+6)=15—13 =2.
En efecto: Al sumar 6 con el substraendo 7, la diferencia 15— 7 qué&

da disminuida en 6 unidades porque (113) si al substraendo se suma ui
numero cualquiera, la diterencia queda disminuida en este numero.

En general: (@a—=b)—-c=a—(b+c).

RESTA DE DOS SUMAS INDICADAS

. , a
Para restar dos sumas indicadas se restan de la primera suma, U0
uno, todos los sumandos de la segunda suma,

Sea la operacion (4 4 5) — (24 3). Decimos que:
(445)~(24+8)=446-2~8=4

; 4 estd
En electo: Si de la suma (4 + 5) restamos primero 2y despues & ©
suma queda disminuida en 5 unidades que es la suma 2 + 3.

En general: (a4 b) “(c+dy=a+b-c—d.

R ——— ]
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@nssu DE DOS DIFERENCIAS INDICADAS
Para vestar dos diferencias indicadas, se suma el minuendo de la pri-

mera con el substraendo de la segunda y de esta suma se resta la suma del
substraendo de la primera con el minuendo de la segunda,

Sea la operacion (8 = 1) = (6 = 3), Decimos que:
@=D-@=-9=@+~(E-+1)=11-=85
En efecto: Al sumar el substraendo 3 con el minuendo 8 la diferen:
cia (8 = 1) queda aumentada en & unidades, pero al sumar ¢l minuendo 5
con el substraendo 1 la diferencia (8 = 1) queda disminuida en § unidades;
luego si (8 _'l} aumenta 3 y disminuye 5, en definitiva disminuye 2, que
es la diferencia o — 3.

En general: (a=b)=(c—d)=(a+d)— (b + )

@HESTA DE UNA SUMA Y UNA DIFERENCIA INDICADA

Para restar de una suma una diferencia indicada, se suma el substraen-
do con la suma indicada y de esta suma se resta ¢l minuendo,

Sea la operacidon (8 +4) — (3 = 2),  Probar que:
B+ —-(3-2)=(B+4+2)-3=14-8=11
En efecto: Al sumar el substraendo 2 con la suma (8 + 4) esta suma
queda aumentada en 2 umidades, pero al restar el minuendo 3 disminuye
3 unidades, luego si aumenta 2 y disminuye 3, disminuye 1 unidad que es
la diferencia (3 — 2).
En general: (@+b)=(c-di={a+b+d)—c

» EJERCICIO 35

Efectuar, aplicando las reglas estudiadas:

1. (T+8)+9. R. 24. 16. (m4n+p)—=x. R. m4n+p—=x.
2. (m4n)+p. R. m4ntp. 17. b3—(23—15). R. 4.

3. (T4+6)+(4+5+1). R. 23. 18. x—(m—n). R. x—m-+n.
4 (x+y)+(2+a) R. x+y+2+a. 19. (7—8)=1. R. .

6. (9—3)+4. R. 10. 20. (11-2)=6. R. 3.

8. (a—m)+n. R, a—m+n. 21. (a=x)=y. R, a=x=9.

T (B=x)+4. R. 12-x. 22,  (640)=(743). R. 1

B (4=3)+(5=2). R. 4. 23. (edd)=(m4n). R. cdd=m=n,
0. (9=6)4(T-D+(4=1). R. 12 24. (0=0)=(8-2). R. 0.

10. (@~=x)+(m-—n). R. a=x+m=n. 20. (11-2)=(7=6). R. 7.

11. (T45)+(6—3). Hs 106, 20. (a—=x)=(m=n). R, a=x—m+n,
12. (b4c)sim—n). R. bpebm=n. 1. (4+8)+(6=3). R, 19

13. 19-={4+5+1). R. 268, (4+34+9)=(3-2). R, 1b.

14, a—~(b+7) R, a=b~T, 20. (a+x)=(x~2). R. atd

1:: (#+8+7)-14. R. 10, 30. (A=D)=(6-4). R. 4
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CASOS PARTICULARES

LA SUMA DE DOS MUMEROS MAS 5U DIFERENCIA
ES IGUAL AL DUPLO DEL MAYOR

Sean los niimeros 8 y 5. Decimos que:

(8+5)+ (8—5)=2 X 8 =18.

En efecto: Sabemos (118) que para sumar una suma con unga diferen
cia, se suma el minuendo de la diferencia con uno de los sumandos de |,
suma y de esta suma se resta el substraendo, luego:

(B+5)+(8—5)=8+5+8—-5=8+8+4+5—-5=8+8=9x8§
En general: (a+ b)+ (a — b) = 2a.

@LA SUMA DE DO5 NUMEROS MENOS 5U DIFERENCIA
ES IGUAL AL DUPLO DEL MENOR

Sean los nimeros 8 y 5. Decimos que:
(8+5)—(8—5)=2x5=10.

. En efecto: Sabemos (127) gque para restar de una suma una diferen-
Cia se suma el substraendo con la suma y de esta suma se resta el minuen-
do, luego:

(B+5)—(B-5)=8+5+5—-8=5+5+8—-8=65+5=2x%5
En general: (ﬂ+b)—{ﬂ:—-b}=2hl I

» EJERCICIO 36 |
Hallar, por simple inspeccién, el reoltado de:

L (T42)4(7-2). R. 1a. atx)+(a-x). R 2
2. (843)+(8~3). R. 16. : :::n—ri;j[ﬂ+3n}. R. 20
3. (9+4)~(9-4). R. 8, 10, (@+5)+(6-a). R 10
4. {?"'”"{7_'1,]- R .2 11‘ {H-I-ﬂ}-l-{ﬂ-ﬂ:l. R. 20
5. (6=5)+(645). R, 19 12' (m—B)+(8+m). R. 2m.
6. (44T)4(7-4). R, 14, 13, (104-30)-(30-10). R. 20 |
7. 0-9)-(9+4). R, g 1, (gtp-(p-g) R



El camplemento aritmetico, gue es una consecuencia del cardcter decimal de nuestrs sistema de niMmeracign
ha side empleado como procedimiento auxiliar para 1a rescluclén de las operaciones de sumar v restar, y
tambien para resolver las operaciones combinadas de suma ¥y resta, Tiene poco use,

COMPLEMENTO ARITMETICO CAPITULO Ix

mﬂﬂMPLEMEHTD ARITMETICO de un numero es la diferencia entre
: dicho nimero y una unidad de orden superior a su cifra de mayor
orden.

E_jemplns I

| comp. aritmético de 98 es 100 —98=2
aritmético de 356 es 1000 — 356 = 644.
I comp. antmetico de 1250 es 10000 — 1250 = 8750.
| comp. aritmético de 14200 es 100000 — 14200 = B5800.

T o T
™"
o
o

(3am)
'3)REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL COMPLEMENTO

DE UN NUMERD

] i " =

¢ restan de 8 todas las cifras del ndmero, empezando por I': ;T:i::m
- menos la dGltima cifra significativa, gue se resta 'll'lf' 10. S cu-rm
CTming en ceros, a la derecha de la Gltima resta se escriben estos '

a7
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i Ejemplos l

{1) Hollar el complemento aritmético de 346,
Diremos: De 30 %, é; de 4 a 9, 5; de 6 a
aritmético de 346 es 654. R.

{2) Hallar el complemento aritmético de 578%00.
Diremos: De 5 a0 9, 4, de 7 a 9, 2, de 8a 9, 1; de % a1, )

10, 4, lvego e COMplemant,

complemento aritmético es 421100. R. luego el
> EJERCICIO 37
Hallar el complemento aritmético de:
1. 10. 4, 453. T- 32987. 10.42159.1 |
2. T2. 5. 560. 8. S00700. 11-239!]{!1}: i
3. 300. 6. 1920. 9. 89116. 12. 78996000, | °

@APLIE#EI‘DH DEL COMPLEMENTO ARITMETICO .
PARA EFECTUAR LA RESTA

Para efectuar la resta por medio del complemento aritmético se suma
el minuendo con el complemento aritmético del substraendo, poniéndole a

este delante una unidad con signo menos, que se tendra en cuenta al efec
tuar la suma.

| Ejemplos I

(1) Efectuar 11}34&45]_5 por medio del complemento aritmético.
El complemento aritmético de 615 es 385. Ahora sumamos el minvendo 1034

con 1385, que es el complemento aritmétice con una unidad con signo menas
delante, v tendremos:

1034
+ 1385
0419
Lo diferencia entre 1034 615 bt efectvar-
do la resta. Y es 415"l2:.“q-..le se puede compro \
- &15
(2) & 0419
ecluar por el complements aritmético 7289 — 5400 = :
f” 1::::“"“"'“ aritmético de 5400 es 4600, hhumlsumnmm 7789 con 14600
mos;
7209 7289
+ 14600 Prueba; — 5400

e

01889 R 1889




» EJERCICIO 38

Efectuar por el complemento aritmético:

1. 3 —o4d. 6. 18564 — 5610.

2. 198 —115. 7. 99900 — 10000.

3. 994 — 930. 8. 143765 — 20000.

4. 1215 — 843. 9. 123456 — 54000.
5. TT00 — 3000. 10. 53789543 — 56470.

@AFLICAEIGH DEL COMPLEMENTO ARITMETICO PARA
EFECTUAR VARIAS SUMAS Y RESTAS COMBINADAS

Para efectuar sumas y restas combinadas por medio del complemento
aritmeético se suman todos los sumandos con los complementos aritméticos
de los substraendos, poniendo delante de cada complemento una unidad
con signo mMenos, que se tomara en cuenta al efectuar la suma.

‘ Ejemplos I

(1) Efectvar por los complemenios 56 — 41 + 83 — 12,

56

Comp. aritmético de 41........ 159

+ 83

Comp. antmético de 12........ 188
084 R.

(2) Efectuar por los complementos
14208 — 3104 + 8132 — 1245 — 723 + 2140.

14208
Comp. aritmético de 3104...... 16894
+ 8132
Comp aritmético de 1245...... 18755
Comp. aritmético de 723....... 1277
2140
19408. R.
> EJERCICIO 39
Efectuar los complementos:
Tr IH—HHi}.] R. 17.
2. A5—22—6+4. R. 11.
3. 123=064+154—T6. R. 105.
4. A10=T00+ 560100 R. H80.
5. H-H——Eﬂ+42-tl-ﬂ+::lﬂﬂ—23- R. 224.
B, 1274=863—14—10+3340-19. R. 3708.
7. oU1A0+ 14208452004 200148164 R. 10329.

8. 4200~ 1349 100004000 —6250. R. 32610,
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La operacion de multiplicar resultaba muy compleja para los antiguos. Los griegos se auxiliaban de Ly py Hi
pitagérica, que ya conocian antes de nacer Pitdgoras. Los babilonios empleaban tablas de cuadradog. Esiy
los romanes, la operacidn gra lenta y trabajosa, como se observa en la ilustracién, debido a su NotEEIGn me.

meral. El signo de multiplicar, cruz de San Andrés, se atribuye a W. Oughtred, haeia 1647, B

qﬂ'f

MULTIPLICACION Eﬂﬂﬂuﬂ K l«‘%
=

MULTIPLICACION. SU OBJETO

La multiplicacién es una operacion de composicién que tiene porob
jeto, dados nimeros llamados multiplicando y multiplicador, hallar un nu- 0
mero llamado producto que sea respecto del multiplicando lo que ¢l muk

tiplicador es respecto de la unidad. HE
Asi, multiplicar 4 (multiplicando) por 3 (multiplicador) es hallar un -..{

numero que sea respecto de 4 lo que 3 es respecto de 1, pero 3 es tres T
ces 1, luego el producto sera tres veces 4, o sea 12. Igualmente, “”'l“P; ™
car 8 por 5 es hallar un namero que sea respecto de 8 lo que 5 es respect
de 1, Pero 5 es cinco veces 1, ||_]Egﬂ el producto sera 5 veces 8, 0 sea 40,

e 10 i
En general, multiplicar a por b es hallar un nimero que sea respet
de a lo que b es respecto de 1. |\\.
HOTACIONM " \Ef:
i unt
El producto de dos nimeros se indica con el signo X o con t.m-P“
colocado entre los ia | IlllI“”'F']"'_aI {

g Clores, que es el nombre que se da a
¥y multiplicador,
.-"||.L.1.E, el producto de ¢ por § se indica 6 x 5 & 6.5. @ suele |
_ ‘l[' Aando los [actores son literales o un nimero y una letra,
ormitr el signo de multiplicacién entre los factores.



MULTIPLICACION W |

Asi, el producto de a por b se indica a x b, a.b o simplemente ab.
El producto de 7 por n se indica 7 X n, 7.n o mejor 7n.

@n:ucmu ENTRE EL PRODUCTO Y EL MULTIPLICANDO
Consideraremos 4 casos:

1) Si el multiplicador es cero, el producto es cero. Asi, 5% 0=0,
porque el multiplicador 0 indica la ausencia de la unidad, luego el pro-
ducto tiene que indicar la ausencia del multplicando.

2) Si el multiplicador es 1, el producto es igual al multiplicando.
Asi, 4 X 1 =4, porque siendo el multiplicador igual a la unidad, el pro-
ducto tiene que ser igual al multiplicando.

El numero 1 es el tnico numero que multiplicado por otro da un
producto igual a este Gltimo y por esto se dice que 1 es el modulo de la
multiplicacion,

3) Si el multiplicador es > 1, el producto es > el multiplicando. Asi,
Tx6=42>17, porque siendo 6 > 1, el producto tiene que ser > el mul-
tiplicando.

4) 5i el multiplicador es < 1, el producto es < el multiplicando. Asi,
8 x 0.5 =4, porque siendo 0.5 [a mitad de la unidad, el producto tiene
que ser la mitad del multiplicando.

De lo anterior se deduce que multiplicar no es siempre aumentar.

DEFIHICIGH DE LA MULTIPLICACION CUANMDO
EL MULTIPLICADOR ES UM NUMERO NATURAL

Cuando el multiplicador ¢s un nimero natural, la multiplicacion es
una suma abreviada que consta de tantos sumandos iguales al multiplican-
do como unidades tenga el multiplicador.

— i A= drdrd=12
‘ Ejemplos I 5% 6=5+54+5+5+5+5=30.
ac=a+a+a+a....c veces

MULTIPLICACION POR LA UNIDAD SEGUIDA DE CEROS
Para multiplicar un entero por la unidad seguida de ceros se anaden

al entero tantos ceros como ceros acompanen a la unidad.

Ejemplos
(1) 54 100 = 5400, porque el valor relative de cada cifra se ha hecho 100

veces mayor, (63),
(2) 1789 » 1000 = 1789000 porque el valor relotivo de cada cifro se ha hecho

1000 veces mayor.

LA
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@ MULTIPLICACION DE DOS NUMEROS TERMINADOS
EN CEROS
Se multiplican los nimeros como si no tuvieran ceros Yala
de este producto se anaden tantos ceros como haya en el m“]tiplm
multiplicador. Y

‘ Ejemplo | 4300 X 25000 = 107500000. R,

@ NUMERO DE CIFRAS DEL PRODUCTO

En el producto hay siempre tantas cifras como haya en ] multipl;.
cando y multiplicador juntos o una menos.

Asi, el producto 345 x 23 ha de tener cuatro cifras o cinco,

En efecto: 345 X 23 > 345 x 10, y como este ultimo producig
345 x 10 = 3450 riene cuatro cifras, el producto 345 x 23, que es mayor que
¢él, no puede tener menos de cuatro cifras.

Por otra parte, 345x 23 <345 x 100, pero este producto 345 x 100=23450
tiene cinco cifras, luego el producto 345 x 23, que es menor que este (it
mo producto, no puede tener mds de cinco cifras.

N W S - o AR

nsrnssmucmu GRAFICA DEL PRODUCTO

‘ Ejemphs I |

(1) Representar gréficamente 3 % 2. r

3

r FIGURA 23 A 3

_jicador 2P

::,;’”'“'“'“" arélicamente (fig. 23) el multiplicando 3 y el multip e

s nl;l. *egmentos, segin se vio en el nim. 76, y ¢ construy®

"guio cuya base sea el segmento que representa el 3 y cvr@ de dos ik
m:ﬁuﬂm que representa ol 2. El rectingulo ABCD que constd del P

mlzunruln de 3 cuadrados cada una es la represenlocion gréfic

o 3x2=¢ porque el desarrollo de este producto es Ix

\
=




.\-C /":f {:;"::'LT;-F'JEA.cm" ® #}-{ -
Te-¥l prod

(2) p._-pr-ne-njdr graficamen producto 4 x §

¥

nouma 34 |

3

El rectongulo de lo figura 24 formado por 4 filos horizontoles de 5 cuadrados
coda unc o sea de 5 + 5 + 5 + 5 = 20 cuodrados es la representacion gro-
fico del producto 5 x 4 porque el desarrallo de este producto es:

5X4=5+5+5+5=20

@ PRODUCTO CONTINUADO

Para hallar el producto de mis de dos niimeros como 2 x 3 x 4 x 5 se
halla primero el producto de dos de ellos; luego se multiplica este produc-
1o por el tercer factor; luego este segundo producto por el factor siguiente
v asi hasta el ultimo factor.

2xX3=6; 6x4=24;, 24 x5=120

Asi, en este caso, tendremos: ; ol
luego 2x3x4x5=120. R.

@FRUEEAS DE LA MULTIPLICACION

La prueba de la multiplicacién puede realizarse de tres modos:
1) Cambiando el orden de los factores, debiendo darnos €l mismo produc-
0, si la operacién estd correcta, segin la ley conmutativa de la multipli-
cacion que veremos pronto. 2) Dividiendo el producto por uno de los
tactores, debiendo darnos el oo factor. 3) Por la prueba del 9 que se
etudia en el nimero 277.

> EJERCICIO 40

L sCuil es el modulo de la multiplicacion? ;Por qué?

Z Siendo el multiplicando 48, jcudl debe ser el multiplicador para que el

Eudum: sca 48; el doble de 48; su tercera parte; 5 veces mayor que
. CETO?

% el multiplicando es 6, jeudl serd el multiplicador si el producto es 18;
&3 s oes cerof

Siendo ab = 3a, ;qué ntmero es b?

Siendo mn = m, dqué nimero es n?

wendo a5 = b, gué valor tiene b con relacion a a?

sendo Ga = 20, jqué nimero es a7 Por quéi

Expresar en forma de suma los productos 3 x 4; 5% 7; 6x8
Em en lorma de suma los mﬂu a.4, biﬁl ﬂi’l rEr Ry
Expresar en forma de suma los productos ab, mn, cd.

o2

Swommmoan
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11.

12.

14.
15.

16.

i ARITMETICA

Electuar:
234 X 56. 100001 x 1001.
1228 % 315. 3240672 x 2003.
4444 x 917. 2000045 % 7004.
12345 » 6432, 12345678 x 12004,

Efectuar las up{‘r;ui:]m:s sIgulentes:
H56 por una decena. \
24425 por una decena de mallar.
1 centena de millar por 14 decenas.
17 décimas de centenas por 145 centenas de decena.
4 centenas por 19 centenas de millar.

Efectuar: |
324 % 100. 20 % 30. '
1215 * 1000. 400 = 40, |
198654 > 100000, 12000 > 3400.
T665:34 > 10000000. TO000 = 42000.

¢Cudntas cilras tendrin los productos: 13 < 4; 45 % 32; 176 % 543; 1987 x 515
Representar grilicamente los productos:

4 x 2. b5 T X 8.
Sl 6 X 6. 11 X 14.
Hallar el resultado de
a) 3 X4 x5 c) BxXTxX6x3.
by 2x2x3x4. d) 6x11x13%7.

EJERCICIO 41 |

A 6 cts. cada lipiz, scuinto im]mrt;ir.'in T docenasr R. $5.04. |
Enrique vende un terreno de 14 dreas a $500 el drea y recibe en FE"
otro terreno de 800 metros cuadrados a razén de $3 el metro cuadrade
¢Cuinto le adeudan? R. $4600.

Se compran § libros a $2 uno, 5 lapiceros a §1 uno y 4 plumas fuentes 3
3 cada una. 5i se vende todo en $18, scuinto se pierde? R. $15.

S¢ compran 216 docenas de lapiceros a $5 la docena. Si se venden a razt
de $1 cada 2 lapiceros, jcuil es el beneficio obtenido; R. §216.

¢ compran 84 metros cuadrados de terreno a $3 el metro, y se venden ?
$60 la docena de metros. Cudnto se gana? R. §168.

S¢ compran 40 ldpices por $2. sCud : enden todos 2
72 as. la ducr::m.‘—l R. p:&q’ﬂ_~ ¢Cudinto se ganard si se v

Un auto sale de Ciudad México haci: hora y 9
: : - cla Monterrey a G0 Kms., por
:.;IE de Ciudad México hacia "'""':'HPUI'-"-“ a 70 I"[In:r. r hora. ,!!i salen a Ji;.:f |
€ la mafiana, sa fqué distancia se hallardn a la 1 de la tarde? R 39“!“,-;
Dos autos salen de dos ciudades distantes entre si 720 Kms. uno

el otro. El primero anda 40 K do 30 Kms |
" ms. por hora y el segundo las
hora. Si salen ambos a las § a.m., da gud diu::mcia se encontrard? !

11 a.m? R. 510 Kms, ;ndi!“dﬂ |
Compré 14 trajes a $30; 22 somb $ bastones a $5. VET Lo
Sov Bkl B Jﬁﬂﬂ. 0 reros a $2 y 8 no o Pl

¥y cuwdntor R, G:nf: ;I?Er:‘hmm " 41 ol tgnen & MR
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10. Compré 115 caballos a $70; 15 s¢ murieron y el rest cada
caballo. Gané o |.||'|:|i ¥ cuintor R, i-"r.*u};,li i-;:l’inlﬂ vendi a $80)

1. Un albadil que hace 6 metros cuadrados de
w clias en hacer un lr;1|-.'|lu-_

debe recibire R, $2RA.

2. Juan gana 36 por dia de wabajo y tribaja 5 dias a la semana. Si gasta
521 a la semana, jouanto puede ahorrar en 8§ semanast R. $72

13. Se¢ han vendido 14 barriles de harina a $18 cada uno con una per-
dida de $2 jror cada barril; 2 sacos de arroz a %4 cada uno con una
ganancia de 51 por saco y 7 sacos de Irijoles a $15 cada uno con una
perchida de 33 por saco. JCuidl fue el costo de toda la mercancia que
vendiz K. 3466,

14 Pedro tiene 365, Pawricio el doble de lo que tiene Pedro menos $16 y
Juan tanto como los dos anteriores juntos mds $18. Si entre todos gastan
124, scuidl es el capnal comdn que quedar R. $252.

15 Un ganadero comprd 80 cabezas de ganado a $40 una. Vendid 30 a

45 ¥y 25 a 84K Cudnwo debe obtener de las que quedan para que la

ganancia total sea de 34007 R, $1050.

: pared en un dia ha empleado
3 le pagan a $6 cada metro de pared, scudnto

@LETES DE LA MULTIPLICACION

Las leyes de la muluphcacion son 6: Ley de uniformidad, ley con-
mutativa, ley asociativa, ley disociativa, ley de monotonia y ley distributiva,

I. LEY DE UNIFORMIDAD
Esta ley puede enunciarse de tres modos que son equivalentes:

1) El producto de dos nimeros tiene un valor dnico o siempre igual.

7 5 sillas X 2 =10 sillas.
| EJ‘E"‘F'!” I 5 mesas ¥ 2 = 10 mesas.
5 dios % 2= 10 dios.
Vemas pues, que el producto 5 ¥ 2, cualguiera que sea la naturaleza de los
conjuntos que estos nimeros representen, siempre es 10, lvego podemos es-

cribir:
5% 2=10, siempre.
) Los productos de nimeros respectivamente iguales son iguales.

Liemplo |

% e un sulo coda asiento esté seupado por un alumno de modo que no quedan d
osientos vacios ni alumnos de pis, ambos conjuntos estan coordinados, luego.
nlmers de olumnos o es iguel ol nimere de sillos b, Es evidente que para sent
o Wigle nimero de alumnes, a » 3 alumnos, harian falta iriple nimero de
b # 3 sillos, y tendriomes a % 3= b % 3, o
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q) Producto de dos igualdades. Multiplicando miem

varias igualdades resulta otra igualdad. 3 Miemp,,

‘ Ejpmpfns l

(1) Siendo o
c

b
d

resulta oc = bd.

{2) Siendo 6§ =23
a.=c
mn=p

resulta damn = -&:p.

II. LEY CONMUTATIVA

El orden de los factores no altera el producto.

Se pueden considerar dos casos: 1) Que se trate de dos factore
2) Que se trate de mds de dos factores.

1) Que se trate de dos factores.

Sea el producto 6 x 4. Vamos a demostrar que 6 x4=4x6 En

electo:
bxd=0G+6+6+6=24

dxb=4+4+4+4+4+4=24
y como dos cosas iguales a una tercera son iguales entre si, tendremos:
bxX4=4x6.
En g:‘:neral: ab = ba,

2) Que se trate de mis de dos factores.

S¢a el producto 5 x4 x 3 x 2. Vamos a demostrar que invirtiendo €l
orden de los factores no se altera el productao.

En efecto: El producto 5 x 4 x 3 x 2 se puede considerar descompues
to en estos dos factores: 5.4 y 3.2, y como para dos factores ya estd AIETE:
trado que ¢l orden de los mismos no altera el producto, tendremos:

24 x32=32x54

El mismo Producto § x4 x 3 x 9 se puede considerar descompuestd

N otros dos factores: 943 y 2 i no alterd ¢l
L como el orden de los mismos noe
producto, tendremos: e X

5.4.9 x 2 =2 x 5.4.3.

P ' ) bi-
or medio de estas descomposiciones podemos hacer todas 1as cﬂﬂdt

::c':“mm’“wﬂﬂll:; de factores ¥y en cada caso se demuestra que el c::ﬂplﬂ'
poniamos, tera el producto; luego queda demostrado lo que

Eagencral: S i
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III. LEY ASOCIATIVA

El producto de varios niimeros no varia sustituyendo dos o més fac-
tores por su producto.

2X3 X4X5

Ejemplos l:"}..}"'f_l X4KX5
‘ P I ;

(2 X 3) % (4 % 5) =120
é 20
En general: abcd = [ab jed = afbed ).

El parentesis indica que primero deben efectuarse los productos encerrados dentro
de ellos y luego los ofras operaciones indicadas,

@ IV. LEY DISOCIATIVA

El producto de varios nimeros no varia descomponiendo uno o mis
factores en dos o mas [actores.

‘ Ejemplos |

(1) Sea el productoc B X 5. Puesio que B8 =4 X 2, tendremos:
BX5=4xX2x5
{2) Sea el producto 10X 12. Puesto que 10=5X2 ¥y 12=3 X 4, tendremos:
MX12=5X2X3I X4

PRODUCTO DE IGUALDADES Y DESIGUALDADES

120
120

i

Y. LEY DE MONOTONIA

Consta de dos partes:

1) Multiplicando miembro a miembro desigualdades del mismo sen-
tido e igualdades, resulta una desigualdad del mismo sentido que las dadas.

| Ejemplm I

(1) Siendo B>3 {2) Siendo 5=5
4=4 I<é
2<4
resulta Bxd>3x4
17 =12 resulla 5 X IX2 <5X&éX4
30 < 120,
(3) Siendo a>b
c=d
o>

ﬂ =
resulta aceg = bdfh.




= - FTFEE N e N NN |

o i fember sl
2% Muluphramlu mltfnbﬂ:r a miemb: . gualdad
mo sentido resulta una desigualdad del mismo sentido que |y s del

I Ejemplos I

(1) Siendo 5>3 (Z) Siendo a<h
6> 4 e
resulta CRE>IX A4 __ﬂ__{_f__ :
30 > 12. resulta ace < b,
ESCOLIO

Si se multiplican miembro a miembro desigualdades de sentidg o,

trario, ¢l resultado no puede anticiparse, pues puede ser una desigualda
de cualquier sentido o una igualdad.

‘ Ejemplos |

(1) Multiplicando

6>3
4<15 |
resulta X4 <INK15
24 < 45, desigualdad.
(2 ) Multiplicando
3<4
B>=é4
resulta IXB=4X6&
24 = 24, igualdac.
@vl. LEY DISTRIBUTIVA |
Véase niumero 153, |
> EJERCICIO 42 |
1. Multiplicar las igualdades: 8 g%
2 =5. a=ph, g 2.9, :
- )\4=4. b) %tr-y. ) ! b=b. d) ﬁHE:;fIﬂ-
4=c. Tx*ﬂﬂ-ﬂ'ﬁl

R. a) 20 =20 by ax = by. ¢) 4ab = 15 d) 36
2. Aplicar la ley de uniformidad a las igualdades:

a0.

a = b, b=a ﬁxﬂ=d_
l} mﬂ.:ﬁ_ h} #}.=E- :J ac = b _I
4=2x 1 '

¢x3=18
R, .I} amn = beh, II] m=m f,::_i Hﬂﬂ-‘lw
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s_ _5.|¢n|:|ﬂ abec = H-ﬂ, bac= ... g .l:'bﬂ —_
por la ley conmutativa.

i ;Donde habri mis Lipices, en & cajas de 10 |
de 8 I.lln_fu_-.s cada una?  ;Qué ley aplicap
conmuiativa.

5. ¢Cuil es el mayor de los productos 8.7.6.5 y 7.5.6.8 R. Son iguales.

g. Escribir el producto 2.3.4 de 6 modos distintos aplicando la ley con-
mutativa. jR 2.3.4, 2.4.3, 3.2.4, 3.4.2, 4.2.1. P s

7. El producto _m’:n!_fh‘.‘: puede escribir de 24 modos distintos aplicando la
ley conmutativa. Escribalo de nueve modos distintos. R. Por ejemplo:
abed, abde, acbd, acdl, adbe, adeb, bacd, bade, bead.,

B 3.5.6=156 por la ley.... R. Asociativa.

9. Siendo Jab =90 y a=35, ;qué puede escribir aplicando la ley asociativa?
R. 150 =190.

10. [Escriba el producto Gx Y de tres modos distintos aplicando la ley diso-
ciativa. R. ZX3Ix9, 6X3x3 2x3x3Ix3.

11. Puesto que 20=35 x 4, tendremos, por la ley disociativa que 20 x 3=....

R. 20x3d=0x4x3.

12. Transiorme el producto 8 x 6 en un producto equivalente de 4 factores.

¢Qué ley aplicar R. 4 x2x3x2 Ley disociativa.

13. Aplique la ley disociativa al producto 10 x 158 x 12 transformindolo en un
producto equivalente de 8 factores. R. 2x5x2x3x3x2x2x3.

+-- {Por qué? R. bac=130; cha=30

:‘:ltviccs cada una o en 10 cajas
« Igual en las dos; la ley

14. Muluplique las desigualdades:

2 <6

1<2. a>b.
a}jF gzi b){ 3<5. n:jjl ¢ >d. d) :1{{:'
et =k 3<4.

R. a) 458 b) 18<80. c) ace > bdf.. d) 15am < 24np.

15. Aplicar la ley de monotonia en:

3<5.

8 > 6.
a=>~. 5> 3. - d 4 =4.
”%”’d- bji"“"' c}{:.:d.. '] r<a
a<b.

R. a) ac>bd. b) 5m>3n. <) Bac>6bd. d) 12ap < 20byq.
Halle el resultado de multiplicar miembro a miembro en los casos si-

Buientes:
¥ %n{b. n>q.

R. a) No se sabe. b) No se sabe.

(159) ALTERACIONES DE LOS FACTORES JRE—.
L $i el multiplicando se multiplica o divide por un nimero, '*‘3 o

ducto queds multiplicado o dividido por el mismo nomero.
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1) Que el multiplicando se multiplique por un nyg .
Sea el producto 57 x 6. FPor definicion sabemos que:

57 % 6 = 57 + 57 + b7 + 67 + 57 + 57,

Multipliquemos el multiplicando 57 por un nimerg, » POT ejem
y tendremos: plo
{r-,-;-;,:g:,ﬁ:ﬁ.'.ra:2+ﬁ?x*.a+5?x2+57x2+51'x2+57,{2_
Ahora bien: Esta segunda suma contiene el mismo nimerg ge ”
dos que la primera, pero cada sumando de la segunda es ¢ doble de :
sumando de la primera, luego la sr:gurlda_ suma, o sea, el segundg Prodyc
to, serd el doble de la primera suma o primer producto; luego al multipl;.
car el multiplicando por 2, el producto queda multiplicado por 2,

9) Que el multiplicando se divida por un nimero.
Sea el producto 57 x 6. Por definicién, sabemos que:
57 X 6 = 57 + 57 + 57 + 57 + 57 + 57.

Dividiendo el multiplicando por un nuamero, 3 por ejemplo, ten.
dremos:

(BT +3)x6=5T+34+5T+3+57T+-3+5T+3+57T+3+57=3

Ahora bien: Esta segunda suma contiene el mismo nimero de s
mandos que la anterior, pero cada sumando de ésta es la tercera parte de
cada sumando de la anterior, luego la segunda suma, o sea, el segundo pro
ducto serd la tercera parte de la suma primera o producto anterior; lueg
al dividir el multiplicando por 3 el producto ha quedado dividido por &

I1. Si el multiplicador se multiplica o divide por un nimero, ¢
producto queda multiplicado o dividido por dicho nimero.

Sea el producto 57 x 6. Multipliquemos o dividamos el multiplic:
dor por un numero, 2 por ejemplo, y tendremos: '

-3
57 X (6 X 2)
¥ como el orden de factores no altera el producto, resulta:
+ -+
BT X (6 X 2) = (B x 2) x 57

con lo cual este caso queda comprendido en el anterior.

ili
1. Si el multi ipli ol math
Si plicando se multiplica por un nimero ¥ € © g,
fﬂﬂ";-‘m ?l“d* por el mismo nimero o viceversa, el Pmdmluw"na: 4
1 electo: Al multiplicar uno de los factores por un ni
ducto queda multiplicado por dicho némero, pero al dividir €l O

por el mismo nimero, ¢ . e r el mismo ™
hsego no varia producto queda dividido po
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EJERCICIO 43

Qué ,*1;;:.-,-1-_1;'"1 sufre el producto de 88 x 5 si el 88 se multipli -
:i se divide por 117 R. Queda multiplicado por 4; flueda diu;ﬁi::;.:f? ;ﬂ:'r 1?[
:Qué alteracion sulre el producto de 16 x 8 si el § lo multiplicamos por 3;
si lo dividimos por 42  R. Queda multiplicado por 3: ﬁueda diﬂ?:lidﬂ
por 4

{Qué alteracion sulre el producto de 6 x 5 si el 6 lo multiplicamos por 4
y el 5 lo multiplicamos por 52 R. Queda multiplicado por 20.

{Que alteracion sulre el producto de 24 x 14 si el 24 lo dividimos por 6
y el 14 lo muluplicamos por 22 R. Queda dividido por 3.

72 es el producto de dos lactores. Qué variacion experimentard este
producto si el multplicando lo multiplicamos por 3 y el multiplicador
por 4) R. 5e convierte en 864.

34 es el producto de dos factores. (Cudl seria este producto si el mul-
tiplicando lo multiplicamos por 5 y el multiplicador también lo multi-
plicamos por 52 R. 2100.

;Qué alteracion sufrird el producto de 150 x 21 si el 150 lo muluplicamos
por 3 y el 21 lo dividimos por 32 R. Ninguna.

Siendo ab = 60, escribir los pmdunm;

a) (3a)b=.... d) fa+5)b=....
b) a(2b)=.... €) a(b +5)=....
c) (2a)(4b)=.... H (a+=2)(b+2)=....

R. a) 180. b) 120. <) 480. d) 12. e) 12. f) 15
8z =b. Escribir los productos:

a) 24a=.... d) 16(2a)=-...
b) 4a=.... ¢) 2(5a)=....
c) 8(2a)=.... ) 2da)=....

R. a) 3b. b) % ¢) 2b. d) 4b. €) —b. f) b.

ab = 60). Escribir los productos:

a) (4a)(b+2)=.... c) (GaYy(b+3)=....
b) (2a)(b+4)=.... d) (a+2)(b+10)=....
R. a) 120. b) 30. c) 120. d) 8.
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Poco se conoce del desarrclio de la Aritmética china antes de la Era Cristiana, pero es seguro que na ignora-

ban muches de los problemas que preocuparon a los hinddes y egipcios. Antes del uso dal abaco (suanpan),

representaban les nimeros utilizando varillas de bambd llamadas sangi. La obra més antigua queé $8 congee
scbre matematicas chinas es el Chiu-Chang, del siglo | (A. C.), copiado de una obra antérior.

OPERACIONES INDICADAS CAPITULO XI
DE MULTIPLICACION

I. PRACTICA

@GFERACIOHES INDICADAS DE MULTIPLICACION ]
EN QUE NO HAY SIGNOS DE AGRUPACION

Deben efectuarse en este orden: Primero, los productos indicados y
luego las sumas o restas,

| Ejemplos ¥

(1) Efectvar 5+3x4—=2%x7.

Efectuomos primero los productos 3 % 4 =12 y 2X7 =14, y tendremos:
S+IX4—2X7=5+12—14=3. R
(2) Efectvar 8—2% 3+ 4x5—6x3,

3—'?}{3+4K5—&K3=B—&+E‘D—IH=J_ R.
> EJERCICIO 44

1. 8+2Zx3. R. 15. 3. 30-7Tx3. R. 9. 6. 9x3—4x2 R. 1%
2 9%4=2.  R. 18 4 3x4+5x6. R.42. 6. 15-6x3+4 R. &
102

|8



o 9+6x4—5- R. 28, 14. 50+5X6—4—TX2+4.

8. 5x7-3+8?:€2-r R. 48. 15. 18x3x2—1-5x2x3—9.

g 75-3x4+6—5X3. R. 54. 16. 5X4+3x2—4x3+8x6.

D, 3x2+7x4—21 R. 13. 17. 300-5xT—Bx3—2x8.

1. 5X1+6X2+TX3. R. g8. 18. Bx9+4X8—5X3+6—4x2.
19 24x2—3x5—4x6. R. 9. 19. 2xT—5x44+83x6—2x11+13.
15. 49-3x2xX5+8—4x2. R. 19. 20. B—2x24+6+T7x3—3x4+16.

gpsn,a.cmnes INDICADAS DE MULTIPLICACION
EN QUE HAY SIGNOS DE AGRUPACION

Deben efectuarse en este orden: Primero, las operaciones i
en los paréntesis y luego las operaciones que queden indicadas

(1) Efectuar (5+3)2+3(6—1).

En la practica se suele suprimir el signo X entre un nimero y un paréntesis
o entre dos paréntesis. Asi, en este ejemplo, (5 + 3)2 equivale a (5+3) x 2
y 316 —1) equivale a 3% (6—1).

Efectuamos primero los paréntesis: (5+3)=8 y (6—1)=5, ¥y tendremos:
(54+3)24+3(6—1)=8X24+3X5=164+15=31. R
(2) Efectuar (8 —2)5—3(6—4)+ 3(7 —2)(5 + 4).
Efectuando primero los paréntesis, tendremos:
8—2)5—-3(6—4)+3(7—2)[5+ 4)
=6X5=—3IX24+3IX5Xx9=0—-6+135=159. R

> EJERCICIO 45

11, (T—5)4+3(4—2)+(8—2)5—2(11-10). R. 42
12, (11—4)5—4{6+2)+4(5—3)—2(8—6). R T
13. (34-2)(5—1)4(B—1)3—4(6-2). R. 25
14. (5—1)(4—2)+(7—3)(4—1). R. 20,
16. (3—2)4—1)+6(B—4)+(T—2)(9-T). R ¥
16. 3(9—2)42(5—1) (4+3)+3(6—4) (8—T) R. 83
17. (B—2)3—2(5+4)+3(6—1). R. 15
18, 300—3(5~2)+(641) (9—3)+4(8+1). R. 369.
19, 500+ 6(3-+ 1)+ (8—5)3—2(6+4). R. 516.
20. 6{3+(5-1)2). R. &6
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R. 66.
R. 68
R. 62
R. 229.
R. 42
R. 8
R. 35.

Efectuar:
L (B+5+4)3. R. 45. 6. (B4+6+4)2. R. 36.
2 (3+2)(4+5). R. 45. 7. (20—15430—10)5. R. 1%,
3. (20—14)(8—6). R 12 8. (50x6x42x18)9. R. 2041200.
& (B+5+3)(6—4). R. 32 9. (5—2)3+6(4—1). R. 27.
5 (20-5+2)(16—3+2—1). R. 238. 10. 3(B—1)+4(34+2)—3(5—4). R. 38.
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g1. B[(5—3) (4+2)]. R. g5
22, 9[(10—4)2-+(30—20)2]. R. 2,
23. [(5+2)3+(6—1)5] [(8+6)3—{4—1)2]. R. 1658.
24. {15-+(9—5)2}{(6x4)3+(5—4)(4=3)}. R. 1679

a5, 800+{20—3x4+3[18—(6—1)3+(5—-2M4]}. R. ga3,

Il. TEORIA

Estudiaremos ahora el modo de efectuar las operaciones indicada e
|t1l|lti|:ii{.al'ii':ll sin efectuar lo encerrado dentro de los Farf}nttgis. m&ﬂth
indispensable cuando las cantidades estian representadas por letras,

LEY DISTRIBUTIVA DE LA MULTIPLICACION

@PRDDUETG DE UNA SUMA POR UN NUMEROD

Para multiplicar una suma indicada por un nimero se multiplia
cada sumando por este nimero y se suman los productos parciales.

‘ Ejemplos I

(1) Efectuar |5+ 4)2 Decimos que:
5+ 4)2=5%x24+4X2=10+8=18. R

En efecto:
[S+4R=(5+4)+(5+4)=5+4+5+4=5+5+4+4
=(5+5)+(4+4)=5%x2+4x2
(Z) Efectuar (3+ 6+ 9)5,
(3+6+49) 5=3X54+6X5+9x5=15+30+45=90. k.
En general: o+ b+cjn=an+ bn+ cn.

La propiedad aplicada en los tres ejemplos anteriores constituye lo ley &
tributiva de la multiplicacién respeclo de la suma.

PRODUCTO DE UNA RESTA POR UN NUMERO

Para multiplicar una resta indicada por un niimero se multiplica® e

l'ﬂim:tndu y el substraendo por este numero y se restan los produ
parciales,

1 Ejemplos I

(1) Electuar (8—5)3. Decimos que;

[B—5)3=8x3-5x3=24—15=9 K

e
u:n.E; :::im Multiplicar (8~ 5)3 equivale o lomar |8 — 5] com? ol

(8=5)3=(8~ 5)4(8—5)+(8—5) 3,
=(8+8+48)—(5+5+5=8x3-5%

=
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{2) Efectuar (15—9)4.
(15=9)6 = 13X 6=9%§=90 - 584 =13. R
En general: (@ =b)n = an - bn,

La propiedad uplicudl_: en los dos ejemplos onteriores constiluye la lay dis-
rributiva de lo multiplicacidn con relacién o lo resta.

G;g SUMA ALGEBRAICA

Una expresion como 7= 2+ 9 —3 que contiene varios signos + o —
es una suma algebraica,

En esta suma ;tigt‘lir.‘lil'it, 6, 2,9y 3 son los términos de la suma. Los
términos que van precedidos del signo + o que no llevan signo delante
son positivos,  Asi, en este caso, 7 y 9 son positivos.  Los términos que
van precedidos del signo — son negativos.  Asi, en este caso, — 2 y — 3 son
negativos.

En la suma algebraica a4+ b ~c—=d+ e, los términos posItivos son
@, by e, y los negativos, — ¢ y — d,

PRODUCTO DE UNA SUMA ALGEBRAICA
POR UM NUMERO

Como hemos probado que la multiplicacion es distributiva con rela-
cion a la suma y a la resia, tenemos que:

Para multiplicar una suma algebraica por un ntmero se multiplica
cada término de la suma por dicho niimero, poniendo delante de cada pro-
ducto parcial el signo + si ¢l término que se multiplica es positivo y el
Signo — si es negativo.

| Ejempiﬂ I

(V) Efectuar (B—2+ 6—3)5.
(B—246—3)5=8X5—2X546X5—-3X5
=40-104+30-15=45 R

En generol: fa=b+c—=dln=on—=bn+cn—dn

@ FACTOR COMUN

En la suma algebraica 2 % 54 3 % 2 — 4 % 2 los términos son los pro-
ductos 25, 3 % 9 y 4 %2 En cada uno de estos productos aparece el fac-
Y2, 2 es un factor coman,

lgualmente en la suma algebraica 9 x 3 ~ 3 %6~ 3x 2+ 8x 8 el 3 es
N factor comin; en la suma ab + bo = bd el factor comiin es b en la suma
%9y + Sax ~ San ‘el factor comdn es Bs. "




u. OPERACION DE SACAR FACTOR COMUN

‘ Ejemplos l

Y

L N

(D

(2)

(3)

(4)

Sabemos, por la ley distributiva, que:
[B+6)5=8X5+6xS5.

lnvirtiendo los miembros de esta igualdad, tenemas:
BX54+6X5=5(B+ &)

Aqui vemos que en el primer miembro tenemos el factor comiin 5y g ;
segundo miembro oparece el factor comin 5 multiplicando g UN parénte
dentro del cual hemos escrito B + 6 que es lo gque queda en el Primer mism.
bro dividiendo cada término por 5. Hemos socado el factor comin §,

Sabemos, por lo ley distributiva, que
1?=72=9X2—7X2
Invirtiendo tenemos.
IX2—-7X2=2(9—7)

En el primer miembro tenemos el factor comin 2 y en el segundo miemben
oparece el 2 multiplicando a un paréntesis dentro del cual hemas pueste lo
que queda en el primer miembro dividiendo cada término por el factor comin
2. Hemos sacodo el factor comin 2.

sacar el factor comin en ¥ X 8+ 8% 31 —8.
?}{B+EH3-—E=H[?+3—H. R.
Sacar el factor comin en ab —ac + a — am.
ah*-ac+ﬂ—am=a[b—c+i~—m}. K.

(5) Sacor el facter comin en 7ax — 7ab + 7am.

Tax—7ab+7am=7a(x—b+m). R

(6) Sacar el factor comin en dab + 2ac — Ban,

4ob + 2ac —8an=2a(2b + c — 4n). R

EJERCICIO 46

Efectuar, aplicando 1a ley distributiva:

(8+3)2. R. 22, 10. 5(a+b+c). R. Sa+5b+e
(7-35)3. R. 6. 11. a(5—342). R. da. g
(H+E_2}5r R. 5. 12. {H—-ii-f-f—d}l'- R. ax—bx+ex
(O+c)a.  R. ab+ac. 13. (1149+7+6)8.  R. 264
(x=y)m. R, mx—my, 14. (m—n)3. R. 3m—dn
(@4+m—xjn. R. andmn—ng, 15, 2a(b 4 c—d). R. 2ab-+20¢
W1548+4). R. 243, 16. Bx(11-3). Ri 6lx o

H2-145). R, 18, 18. 3(11=6+9~T+1). R. 24
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Sacar el factor comin en las expresiones siguientes:

19. 3x2+5x 2. R. 2(3+5). 25. 5x—xy. R. x(5—y).
20. ab+ac. R. a{b+c). 26.8a—4b. R. 4(2a—b).
21. 5x8—Tx5. R. 5(8-7). 27.2x9—9+3x9. R. 9(2—=1+3).
22.9x3+3x4+5x3.  R. 3(9+4+5), 28. 5xy—xz. R. 5x(y—z).
23. 6x5—Tx6+86. R. 6(5—7+1). 29. Tab+6ac. R. a(Th+6c).
24. gb—ac+a. R. a(b—c+1). 30. x2y—xz—x?, R. x¥{y—z—1)

36. bab—10ac+20an—54a. Sa(b—2c+4n—1).
37. ax*y—%ay+ay—3ay. ay(x*—=9+41=3).
38. 15a*bx+3ax—9anx—6amx. R. Jax(5ab+1—3n—2m).

31. 3% 5+0x 6—5+5%9. R. 5(3+6—1+9).
32. ax—am-+an—a. R. a(x—m+n-1).
33 9x5—12xT+6x11. R. 3(15—-28+22).
34. 3b+6ab—9b+12b. R. 3b(142a—3+4).
39. OXTH2+5x3x9—-2x4x9. R. N 14+15—8).
R.
R.

PRODUCTO DE SUMAS Y DIFERENCIAS

F'Fl'.l‘.'.':llIf.'I'I.JhZ:TI‘.::iI DE DOS SUMAS

Para multiplicar dos sumas indicadas se multiplican todos los
terminos de la primera por cada uno de los términos de la segunda y se
suman los productos parciales.

‘ Ejemplos I

(1) Efectuar (64 5)(3+2). Decimos que:
(6+5)(3+2)=6x3+5XI+6X2+5X12
=18+ 15+ 12+ 10=355.
En efecto: El producto [6+ 5)(3 +2] se compondra de fres veces 6+ 5)
mas dos veces |6 4 5), lvego:
(6+51{3+2)=(6+5)3+(6+3)2
—6X3+5%3+6X245%2.

(Z) Efsctuar (94 7)15+ 4).
(P+7)5+4)=9%x5+7TH5+PX4+7 X4

=454+35+36+28=144. R

En general; .
Iﬂ+b+=jfm+n}=nm+hm+:m+nn+bn+m.
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PRODUCTO DE SUMA POR DIFERENCIA

Para multiplicar una suma por una diferencia se suman s
tos de cada término de la suma por el minuendo y de esta SUmMa sp rest
los productos de cada termino de la suma por el substraendq, i

| Ejemplo '

(1) Efectuar [+ 7)(5—4). Decimos que:
(P4+7)(5—4)=9XK5+7XK5—-FX4-T x4
=45+ 35—36—28=156. R

En efecto: El producto {9+ 7](5—4) se compondrd de cinco veces (9.47)
menos ceatre veces (9 4+ 7), luego: |
(P+7)(5—4)=(94+T7)5—(9+7)4
=OXS+TXS)=(PX A+ HA)=9XS5+THE—9IX4=-T%d
(1251,

En general: [a+ b){c—d)=ac + bc —ad — bd.

CAEG PARTICULAR. PRODUCTO DE LA SUMA
DE DOS NUMEROS POR S5U DIFERENCIA I

El producto de la suma de dos numeros por su diferencia es igual a
la diferencia de los cuadrados de los dos niimeros,

| Ejemplos I

(1) Efectuar (64 5)(é — 3). Decimos que:
b+3){6—5)=6—-5"=36—-25="9.
En efecto: Aplicando la regla explicada en el nimero anterior, lenemos:

6+35)[6—5)=8X 65X 6—8xX5—5X5
=H6X6—5x5=4§ =5,

(Z) Efectuar (7 —3)(?+ 23).

=319+ =9 =32=g)—-9=72 R
En general.

fa+bllo ~b)=a® = b2,

@ PRODUCTO DE DOS DIFERENCIAS

Para multiplicar dos diferencins indicadas se suma el produc!

los minuendos con el sum
producto de los substracndos y de esti
restan los productos de eada minuendo por :ri::ltm -5hmnﬂﬂ*

o e
0



(1) Efectvar (7 —4){3 —2). Decimos que:
(7=4){3=2)=7 X3+ 4X2-7x2—4x3

=21 +8-14-12=3,

En efecto: El produclo (7 —4)(3—2) se compondré de ires veces (7 — 4)

menos dos veces (7 — 4), luego:

(7=d4){3=2)=(7 —4)3— (7 - 4)2

=/ XI—4XJ)—=(7x2-4x7)

=(7TXI+4X2)—(7x2+4%x3) (126).

SIXI+4AX2~7x2—4x3 (125). R

(2) Efectuar (5—3)(8 — é).
(9—3)(B—6)=5XB+IXé6—5xX6—-3xX8

=40+ 18—-30—-24=4, R,

En general: [a—b){c—d)=ac+ bd — od — bx.

» EJERCICIO 47

Efectuar, aplicando las reglas estudiadas:

1. (T42) (5+4). R.
2. (a+b)(m+n).

3. (5+3) (4—2).

4. (8—5)(6+9).

B. (a+b)(m—n)

8. (9—3)(7—2).

T. (a=b)(m—n).

8. (8+342)(547).
9. (a—b)(4+3).
10. (m+n)(5—2).
11. (B—2)(114-946).
12. (15—T7)(9—4).
13. (26-+3) (x ).
14. (a4 3)(b+6).

RRRRFRRRERER

81.

R. am4+bm+an4-bn.

16.

45.

am+bm—an—=bn.

0.

am+bn—an—bm,

156.
4a—4b+3a—3b=Ta—Tb.
Sm45n—2m—2n=3m+43n.
156.

40.
D5x+3x—25y—3y=28x—28y.
ali--3b4-Ga+ 18,

Hallar, por simple inspeccion el resultado de:

15.(34-2)(3~2).
“m4ny(m—n).

18, (a—3) (a+3).

R. 5.

R. 49.

R. mi-n3,
R. a?=0.

10.(5-b)(b+6). R, 25-b%
20.(2a—7)(T+2a). R. da?—49.
AL (44 T)(T—4) R. 3.
28.(b—a)(a+b). R. bi-a®

23, (94-b)(9-b). R B1=b2 r ‘
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REGLA GEMNERAL PARA MULTIPLICAR

SUMAS ALGEBRAICAS

De acuerdo con las reglas aplicadas en los niameros anteriores, 1,
mos que: fie.

(@ + b)(c + d)=ab + bec + ad + bd.
(a+ b)(c —d)=ac + bc — ad — bd
(a— b)(c —d)=ac — bc — ad + bd.

Observando estos resultados, vemos que lo que hemos hechg ha sidg
multiplicar cada término del primer paréntesis por cada térming de| "=
gundo paréntesis poniendo delante de cada producto el signo + cyang,
los dos factores que se multiplican tienen signos iguales (los dos + ¢ o
dos —) y el signo — cuando tienen signos distintos. El primer térming de
cadja producto, que no lleva ningun signo delante, se entenderd que e
positivo.

Podemos, por tanto, enunciar la siguiente:

REGLA GEMERAL

Para multiplicar dos sumas algebraicas se multiplica cada término de
la primera suma por cada término de la segunda suma, poniendo delante
de cada producto el signo + cuando los dos términos que se multiplican
tienen signos iguales, y el signo — cuando tienen signos distintos.

Esta regla general es de gran utilidad porque para el alumno es muj
dificil retener cada una de las reglas anteriores.

Vamos a resolver varios casos aplicando esta regla general.

| Ejemplos '

(1) Efecivor (8 —4)(5+ 4] por la regla general

(B—6)(5+4d)=Bx5-6x5+8xd4—6X4
=40—-30+32—24=18 R

ne
Hemas multiplicodo 8 por 5 y como B y 5 fienen signos iguales {pﬂmﬂuf L
Nevar signo delante lleven +) delante del producto 8 % 5 va un +’{q'“"dli"
se escribe por ser el primer lérmino, pero va sobreentendide). F,pl'ﬂ'l. 4
plicamos ~ & por 5 poniendo delante de este producto el $ign® prode<’®
¥ 5 tenen wgnos distinlas; luego B por 4, ponienda + d'l""m-d.:in delon'®
ﬂﬁuﬂ: Y 4 lienen signos iguales y por Gltimo — 6 por 4 PONIe]

Producls — porque tienen signos distintos,
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(2) Efectvar (9 —3)(8—5) por la regla general.
{?--El[ﬂ—5i=?b{ﬂ—3KE-—?ES+3K-‘5
=72—24—454+15=18. R.
Hemes multiplicade 2 por 8 poniendo delants + | i
; : que se sobreentiende) porque
By 9 tienen signo +; — 3 por 8, este producto lleva delante signo — porque
tienen signos distintes; ? por — 5, este producto lleva — delante porque son
signos distintos y —3 por — 5, este producto lleva delante + porgue son
signos iguales.
{3) Efectvar [7— 4+ 2)(6—5).
(7—4+2)[6—5)=7 XE—dX6+2X6—-T7X5+4%X5—-2%X5
=42 —24+12—-354+20—-10=5. R
(#) Efectvar {a—b—c){m—x).
fo—b—c){m—x)=am—bm—cm—ox+bx+cx. R

» EJERCICIO 48

Efectuar, aplicando la regla general:
1. (8+3)(5+2). R. TT. 7. (94T)(4+8). R. 152.
2. (4-1)(5+3). R. 24. 8. (a—b)(m—n). R. am—bm—an+bn.
3. (9-7)(6—3). R. 6
R
R

- 9. (B=T)(x—y). R. Bx—Tx—8y+Ty=x—y.
4. (8+6)(5—2). - 42. 10. (9—7+2)(5+6). R. 44.
3. (15—6)(9—4). - 4. 11. (4—-3)(6+5-2). R. 9.
6 (11+3)(8—5). R. 42. 12. (a—b)(c+d). R. ac—bctad—bd.

mx+nx—my—ny.

mp—mag—np+ng.
ar+br—ecr—as—bs+cs.
Hb—20—-2b4+84+3b=12=6b—24.
am—bm—cm+an—bn—cn—ap+bp+cp.

13. (m+n)(x—y).

14. (p—q)(in—n).

15. (a+b—c)(r—s).

16. (b—4)(5—2+3).

17. (a—b—c)(m+n—p).

RERFRFERF

18. (7—4+3)(6—2—1). 12.
18. (a—b+ec—d)(m—n). am—bm+em—dm—an+bn—en+-dn.
20. (5+3)(4—2+5—3). 42.

FHEDUCTE} DE UN PRODUCTO INDICADO
POR UN NUMERO
Para multiplicar un producto indicado por un mimero se multiplica
06 de los factores del producto por dicho nimero.
Vamos a multiplicar el producto 4 X 5 por 6.
Decimes que basta multiplicar uno solo de los factores, bien el 4 o

5, por el multiplicador 6.
Multiplicandeo el factor 5,

tenemaos:

Multiplicando el factor 4, tenemos:
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En efecto: Al multiplicar uno de los factores del produceg 4%s
el multiplicador 6, el producto 4 X 5 queda mlllili_p]il:adn POT 6 porque i
mos visto (160) que si el multiplicando 0 multiplicador se multiplicay
un nuimero, el producto queda multiplicado por dicho ntmerg, P
Si se trata de un producto de mds de dos factores, se Proceders 4
mismo modo, multiplicando uno solo de los factores por e multiplin:!

dor. Asi:
2x3x4)5=23x56M=2xX16x4=120. R

L ]

En este caso la regla se justifica considerando el producto 2 X 3 x4
descompuesto en dos factores, de este modo: 2 X (3 X 4) y aplicindole h
regla dada para el caso de dos factores.

PR'DDIJETD DE DO5S PRODUCTOS INDICADOS

Para multiplicar dos productos indicados se forma un solo producto
con todos los factores.
Vamos a multiplicar el producto 2 X 3 por el producto 4 % 5 x 6. De
ClmOs qLIE:
(2x)EX5X6)=2xIX4X5xX6=T20. R.

En efecto: Al multiplicar el factor 3 del producto 2 x 3 por el pre

ducto 4 x5 x 6, el producto 2 x 38 queda multiplicado por el producto
4% 3 X 6, segun el caso anterior.

> EJERCICIO 49

Efectuar, aplicando las reglas anteriores:

1. (4x5)3.  R. 60. 6. (Tx3)2—(4x5)2. R. 2

2. 5(3x7).  R. 105. 7. (6x5)9+(3x4)8.  R. 306.
3. (3a)a. R. 3a2. 8. (5X7)(3x8). R. 840.
4 (Tabja.  R. 7a%. 9. (abe) (abe?) R. a'b'c

5. (5X6XT)2. R. 420. 10. (4x3x3)(2x4x6). R. 2880,
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Babilonios ¢ hindues fueron los primeres en conocer la divisién. Los métodos actuales para resolver Ia divi-

gién s derivan de los hinddes, que disponian en una mesa de arena los elementos de la operacién: dividen-

da, divisor, cociente y residuo. Estos conocimientos fueren ransmitidos a Europa por los dérabes. Leonarde
de Pisa los expuso en 1202. Oughlred, en 1847, propuse el signo { ; ) para indicar la divisién.

DIVISION capiruto X ||
{ \H" SION SU OBJETO
16601V

£
i

La division es una operacién inversa de la multiplicacion que tiene
por objeto, dado el producto de dos factores (dividendo) y uno de los fac-
tores (divisor), hallar el otro factor (cociente).

HOTACION
El signo de la divisién es = o una rayita horizontal o inclinada colo-
Cada entre ¢l dividendo y el divisor.
Asi, la divisién de D (dividendo) entre d (divisor) y siendo ¢ el cocien-
'€, s¢ indica de los tres modos siguientes:
D
D+d=c. - D,."rllizf.
e
e De acuerdo con la definicitn, podemos decir que dividir un numero
fitul-.q.-']ﬂ"dm entre otro (divisor) es hallar un nimero (cocienie) que multi-
Picado por el divisor dé el dividendo. T
Asi, dividir o) entre 4 es hallar el numero gue nm!l||:~]t~:':uln por 1

dé ¢ ;
. Este numero es 5, luego 20 = 4 .
[e) B+4=2 porque Z X 4=8, y en general,
PTOpIG mewleo: Wi D+d=c es
i f » o = L),
= porgque d x5=185, porquc

-

113
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Ya que el dividendo es el producto del ::iivisur Por el cociep
dente que el dividendo dividido entre el cociente tiene que dar o] div
Asi: 14+2=T7 y 14+T=2 Visgr
18+6=3 y 18+3=6.
En general si D+d=c se verifica que D +¢=4,

tf‘, Hﬂi

COCIENTE

Etimoldgicamente la palabra cociente significa cudntas veces. E g,
ciente indica las veces que el dividendo contiene al divisor. Asi, en
10 + 5 =2, el cociente 2 indica que ¢l dividendo 10 contiene dos vees
divisor 5.

DIWSIGH EXACTA

La division es exacta cuando existe un nimero entero que multipl;
cado por el divisor da el dividendo, o sea, cuando el dividendo es miiltiply
del divisor.

Asi, la division 24 -3 =8 es exacta, porque 8 X 3 =24, El nimen
entero § es el cociente exacto de 24 cntre 3 e indica que 24 contiene a 3,
ocho veces exactamente.

Veces 3|

La division E-ﬁz 4 es exacta porque 4 X 9 =36. El nimero entero 4

es el cociente exacto de 36 entre 9 e indica que 36 contiene a 9 cuatro vece
exactamente.

REPRESENTACION GRAFICA DE LA DIVISION EXACTA

| EjEmpEﬂ I Representar graficamente la division 12 = 3.

1T

. T S . S M, B
ol
c. -.3_. D A ittt B [ s g
G B LB e T e -
Primero [ﬁ'ﬂ-_ 23) representamos graficamente, por medio de segmentos, ¢l d"'gmu
12 y el divisor 3. El segmento AB = 12 representa el dividende ¥ el sed

CD =3 representa el divisor. Se Iransporta el segmento divisor sobre s dif
dmdm:du consecutivamente, a partir del exiremo A, y vemas que el mﬂm?.:purﬂ
sor esla conlenido 4 veces exaclomenle en el segmento dividendo. Este NUMe 4,

“rﬂt.‘:' que el dividendo contiene al divisor, representa el cociente @xact
enire 3.

EJERCICIO 50

--"5"."!1111 da = 18, se wendrg que 1B+a=.., yas... B & .
' “:l Hb = hx, Aué namero es xp ! R A
- Siendo ﬂ'l'..!‘i:m'ﬂ:mndri fue m+ﬂ-_—_”+"rm+£lp.+-

Ly b = ‘*

K. b, &
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L s a+b=¢ se tendrd que BTEE LY e SRR TN

5 Siendo 1;3::1. se tendrd que 3n=, . ¥ %: R. 12, 3.

g Siendo %=32, {qué nuamero es a7 R, 160.

7. Si~ =6, se tendri que ~=.., y que Gy=... R. 3y =x

g. S5 en una divisién exacta el dividendo es 2940 y el cociente 210, scuil

es el divisor? R. 14.

9. Si el coaente exacto es 851 y el divisor 93, ¢cudl es el divide
R. 79143. d 5 el dividendo?

10. Si al dividir x entre 109 el cociente es el du ilo del divisor, :qué r
es x7  R. 23762. I sOr, Jqué nimero

11. Se reparten ﬁ:'l.l entre varias personas, por partes iguales, y a cada una
tocan $43. :Cudnias eran las personast R. 17.
12. Uno de los factores del producto 840 es 12. ;Cuil es el otro factor? R. 70,
13. ¢Por cudl numero hay que dividir a 15480 para que el cociente sea 157
R. 1032.
14.  Representar grilicamente las divisiones:
a) 9-+3 cf 16=4. e) 36-+4.
by 10+2. dv 21 +7. fy 20+5.

DIVISION ENTERA O INEXACTA

Cuando no existe ningin nimero entero que multiplicado por el di-
visor dé el dividendo, o sea, cuando el dividendo no es multiplo del divi-
sor, la division es entera o inexacta,

Asi, Ta division 23 + 6 es entera o inexacta porque no existe ningin
numero entero que multiplicado por 6 nos dé 23, o-sea, que 23 no es miil-
tiplo de #.

@DWISIGH ENTERA POR DEFECTO Y POR EXCESO
La division 23 + 6 no es exacta porque 23 no es multiplo de 6, pero

S Lene que: IX6=18<23 y 4x6=24>23

o que indica que el cociente exacto de 23 6 es ma}'ur+que 3 y menor
¢ 4. En cste caso, 3 es el cociente por defecto y 4 el cociente por exceso.
En la division entera 40 = 7 se tiene que

I que nos dice que el coviente exdcto seria mayor que 5 y menor gue 6.

¢l cociente por defecto y 6 el cociente por exceso.
En general, si 2 no es maltiplo de d, ¢l cociente D + d estd compren-
entre dos nimeros consecutivos. Si llamamos ¢ al menor, el mayor

& 4+ l, ¥ Lendremos: -
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El cociente exacto de la division D + d serd mayor que ¢ y
que ¢+ 1. Entonces, ¢ €3 el cociente por defecto y ¢+ 1 ol mtien:m“
Por

CXCCS0.

RESIDUO POR DEFECTO

En la divisién 23 + 4 el cociente por defecto es 5. Si de] dividengy,
restamos el producto 4 % 5, la diferencia 23 —4 x5=3 e;5 ¢] residug i
defecto. por

En la division 42 =9 el cociente por defecto es 4 y I diferen;
42— 9 x 4 =6 es el residuo por defecto. .

En general, si llamamos ¢ al cociente por defecto de D + d, el residug
por defecto r vendra dade por la fdrmula:

r=D -dc 1)

Residuo por defecto de una division entera es la diferencia entre o
dividendo y el producto del divisor por el cociente por defecto.

En la diferencia de la igualdad (1) anterior, como en toda diferencia,
el minuendo D uene que ser la suma del substraendo dc y la diferenda 1,

1 -
=3 D=dc+r

y en la misma igualdad (1) por ser la resta del minuendo y la diferenca
igual al substraendo, tendremos:

D - r=dc.

RESIDUO POR EXCESO

En la division 23 + 4 el cociente por exceso es 6. Si del producto
6 X 4 restamos el dividendo 23, la diferencia 4 x §—23 =1 es el residuo
POT €XCeso.

En la division 42 +9 el cociente por exceso es 5 y la diferenci
9%x5—-42=3 es el residuo por exceso,

En general, siendo ¢ el cociente por defecto de D +d, el cociente
por exceso serd ¢ + 1 y el residuo por exceso r' vendrd dado por la formula:

¥=dc+1)-D @)

| Residuo por exceso cs la diferencia entre el producto del divisor P
€l cociente por exceso y el dividendo.

En la ElifEIEII'Eia {ﬂ_'_l anterior el : = Ao
traendo y la diferencia, hiiégo or el minuendo es igual a la s

Dir=dc+1)

¥ como el minuendo menos la diferencia da el sustraendo, se tendrd:

-

a del subs

‘i
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@SUMA DE LOS DOS RESIDUOS
n Consideremos la division entera 26 = 7.

El cociente por defecto es 3 y el residuo por defecto 26 — 7 x 3 =5,
El cociente por exceso es 4 y el residuo por exceso es 7 x4 =26=2,
sumando los dos residuos tenemos: 5 +2 =7, que es el divisor.

g Consideremos la division 84 = 11,

El cociente por defecto es 7 y el residuo por exceso 81 —7x 11 =7.
El cociente por exceso es 8 y el residuo por exceso 11 X 8 — 84 = 4.
La suma de los dos residuos 7+ 4 =11, es el divisor.

La suma de los restos por defecto y por exceso es igual al divisor.

DEMOSTRACION GEMERAL

Hemos establecido antes (172 y 173) que el residuo por defecto r y el
residuo por exceso v vienen dados por las formulas:

=D—dc ()
r' = d(c + 1) — D.

Efectuando el producto dic + 1) en esta ultima igualdad, se tiene:
v =dc+d—D. (3
Sumando (1) y (2) se tiene:
r+r=D—dct+dc+d—D
y simplificando D y — D, — dc y + dc, queda:
r+r'=d

que era lo que queriamos demostrar.

@lEPRESEHThCIﬂH GRAFICA DE LA DIVISION
ENTERA POR DEFECTO

rEj-E'mpIﬂ I Representar graficamente la division 9 < 4, por defecto.

' :BA!—'—'-*'—‘L'“‘—’_‘M_‘B | FiGuRaA 26

El segmento AB = 9 (fig. resenta el dividendo y el segmento CD = 4 el divisor.
framporta el ugjnfnlﬂrﬁm sobre ¢l segmento dividendo, consecutivamente, a
Portic del extremo A y vemos que el divisor esld conlenido en el l:!l'l'_ll.'lll'lﬂﬂ-: :li:
. 2) ¥ que sobro el segmento MB = 1, que representa al residuo por deleclo.




118 @ armiTmETICA

REPRESENTACION GRAFICA DE LA DIVISION
ENTERA POR EXCESO

1 Ejem P'Iﬂ I Representar graficamente la divisién 9 + 4 por excesy

" T3 Rl
A M
PRSIy ij
P ; * a * 4 | T B

En lo figura 27 estd representada graficomente la divisién per excesg § 4 B
ciente por exceso es 3 (los veces que se ha llevado el divisor 4 sobre g dividendo 9
y el residuo por exceso es el segmento BM=3. En la figura estd represens .
también, graficamente, que lo suma del resto por exceso que es el segmento B\ =1

y el resto por defecto CB =1 es igual al segmento CM = 4, que es el divisar,

LA DIVISION COMO RESTA ABREVIADA

La representacion grifica de la division exacta y la division enters
nos hacen ver que la divisién no es mds que una resta abreviada en la cual
el divisor se resta todas las veces que se pueda del dividendo y el cociente

indica el nimero de restas.

* EJERCICIO 51

1. Hallar el cociente por defecto y por exceso en:

a) 18+5. b) 27+8. ¢) 31+6. d) 42+15. ¢)'80+15 f) 60+18
R. a)3, 4 b)3,4 56 d23 €56 Hid

2. Hallar los restos por defecto y por exceso en:

a) 9+2. b)) 11+4 ) 19+5 d)27+8 e 54+16. 0 87=H
R.a)L1 b3 1 41 d)3,5 6 10 HIss

3. 5in hacer operacién alguna, diga cudl serd la suma de ambos restos ﬂ'
a) 19+9. b) 238 €} 95+43. d) 105+36. ¢ 8+a D b+t

R. a)9. b)8 ¢ 43 d) 36 ¢a HE

D=83 ¢=9, d=9. Hallar r, R, r=2

d=8, ¢=11, r=3. Hallar D. R. D=91.

D=102, ¢=23, r=10. Hallar d R. d=4.

d=1568, c=17, r=16. Hallar D. R =26687.

d=80, D=28754, r=14. Hallar ¢, R. ¢=1009. . de dar

Se repartié cierto nimero de manzanas entre 19 personas y desp manzans
6 manzanas a cada persona sobraron § manzanas. ¢Cudntas
tocarian

hahia? H.l 133.
10. 5 $163 se reparten entre cierto numero de personas, a cada una

: y sobrarian $10. 4Cuil es el nimero dr.F;cmﬂH? F“_c::‘ (Cudni®®
11. Reparti 243 lipices entre personas on 27 lpices:

lipices di a ﬂﬂ: una? LH-;_ i

ol el
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i p=193 d: 2, cociente por exceso = 8. Hallar ¥. R, =3

. ¢=11 cociente POr excesos§ yur' =L HallaptD: o BTy s

i D=5 r'=1, d=39. Hallar el cociente por exceso. R, v =0

5. Si el divisor es 11 y el 1esto por defecto es 6, scudl es el resto por exceso?

R. =

IE'I- 51 l'.'[ |_[|l;|\.|_r| 5 4] ¥ el resto ].jUT' CXCES0 '._J!'L {El.l.'ﬂ: E5 EI resto pﬂ]’ dﬂfﬂﬂtﬂ?
““ s ik 7

7. El cociente por defecto es 7, r =2, v = 2, scudl es el dividendo? R. D=30.

18. El cociente por delecto es 4, r=6 y ' =5. Hallar D. R. D =50

19. El cociente por detecto es 8, el divisor 6 y el residuo 4. Hallar el divi-
dendo. R. D=53.

80, :Cuil es ¢l menor numero que debe restarse del dividendo, en una divisidn
inexacta, para gue se haga exactar R. r.

21, :Qué nmm.-m_h.'r,- que restar de 520 para que la division 520 + 9 sea
exacta? R, T.

2. :Cuidl es el menor numero que debe anadirse al dividendo, en una divi-
sion inexacta, para que se haga exactar R. r".

23. :Qué numero debe anadirse a 324 para que la division 324 =11 sea
exactaz R. 6.

& 5i el dividendo es 86, el cociente por defecto 4 y el residuo por defecto 6,
scudl es el divisor?  R. 20.

. Si el dividendo es 102, el divisor 9 y el residuo por defecto 3, scudl es
el cociente por defecto? R. 11.

8. Si en una division el dividendo se aumenta en un nimero igual al divisor,
soué variacion sufre el cociente? (Y el residuo? R, Aumenta 1; no varia.

3. El dividendo es 42 y el divisor §. ¢Qué relacién tiene el cociente de la
division (42 + 6) = 6 con el cociente de la divisién anterior? R. Vale 1 mas.

1. 5 en una division se disminuye el dividendo en un nimero igual al
divisor, .:':_Imj le sucede al cociente? *iY al residuoy? R. Dismunuye en 1;
N varia.

®. :Qué relacion guarda el cociente de la division 96+ 3 con ¢l cociente de
la divisién (96 — 8) =87 R. Vale 1 mas

Dlwsmn POR LA UNIDAD SEGUIDA DE CEROS

Para dividir un entero por la unidad seguida de ceros, se separan de

% derecha, con un punto decimal, tantas cifras como ceros acompafien a

unidad, porque con ello el valor relativo de cada cifra s¢ hace tantas
¥eces menor como indica el divisor.

(1) 547 + 10=567. R (3 ) 985678 -+ 1000 = 785.678. R.

Eﬁ"ﬂlpfm (2} 1254+'|m=|?.54. E. (4) 400 = 100=4. R
(5 ) 76000+ 1000=76 R

@HUMEnn DE CIFRAS DEL COCIENTE .
s« I cociente tiene siempre una cifra mds que las cifras que quedan
del primer dividendo parcial. £
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Asi, al dividir 54678 entre T8 separamos en el dividendg, o
zar la operacion, las tres pri meras cifras dle la 1zquierda, quedang Mpe,
la derecha, luego el cociente tendrd una cifra mds que esty c

: s dos i
dan a la derecha, o sea, tres cifras. Gue que.

PRUEBAS DE LA DIVISION

Puede verificarse de tres modos:

1) Muluplicando el divisor por el cociente y sumdndole el
por defecto, tiene que darnos el dividendo si la operacion esy COTTeeyy

2) Si la division €5 exacta, dividiendo ¢l dividendo entre ¢ mcien“.
tiene que darnos el divisor. Si no es exacta, se resta el residuo dej gy,
dendo, y esta diferencia, dividida entre el cociente, tiene que dar e| divisgy

3) Por la prueba del 9. (Véase el nimero 280), y del 11 (Viéase ¢
numero 281 ).

3» EJERCICIO 52

1. Efectuar las divisiones siguientes:

Ifii'dllu

824 + 14. 14 = 10. 5600 -+ 100.
7245 + 26. 456 + 100. 4000 + 1000.
12345 = 987. 1234 <+ 10040. STO000 = TO000.
BT5993 + 4356. 645378 -+ 100000. SETEO00 < 1000000,
10987654 + 8756. 180 = 10. O8T30000 = 10000000.

5i 14 libros cuestan $84, scudnto costarian 9 libross R. $54.
51 25 trajes cuestan $250, :cudnto costarian 63 trajess R. $630.

4. 5'1:{ 19 sombreros cuestan $57, ;cudntos sombreros podria comprar con $108
- 36.

5. Cambio un terreno de 12 caballerias a $5000 una, por otro que vale 2
$15000 la caballeria. ¢Cudntas caballerias tiene éste; R. 4 cab.

6. Tenia $2576. Compré viveres por valor de $854 y con el resto frijoles
a $6 el saco. ;Cudntos sacos de frijoles compré? R. 287T.

7. Se reparten 84 libras de viveres entre 3 familias compuestas de 7 personas
cada una. ;Cuintas libras recibe cada persona?  R. 4 lbs, :

8. ¢Cudntos dias se necesitarin para hacer 360 metros de una obra 8 ¥
lraha]an 8 horas al dia Y s¢ hacen 5 metros en una horar R 8 dizs

8. Se compran 42 libros por $126 y se vende cierto nimero por $95 4 H!u“mm

gﬂifui}lét;u';rﬁ!‘ihrm me quedan y cudnto gané en cada uno de los que

10. Patricio compra cierto nimero de caballos por $2120 a $40
40 caballos por $1680. dCuintos caballos Il:]qucdan y cudnto
cada uno de los que vendidr R, 13; §2.

11. Un "l'ltl:lﬂi'hf'-' compra el mismo nimero de lipices que de P]'i;m:‘m
B4 cts. Cada lipiz vale 5 cts. y cada pluma 7 cts. ¢Cudntos 5
cudntas plumas ha comprado? R, 7. par

12. ﬂﬂrmuu clerto ndmero de sacos de azdcar por $G75 y luego los #;‘fﬂ
1080, ganando asi $3 por saco. Cudntos sacos compré? R. 11“

di-

13. jCuwintos sacos tendrd una i ré $
partida de viveres que compré por
revender 12 de esos sacos por $72 gano §2 Enqcada uno? R

e 8o

£

i ol

=

I = |
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LET‘Eﬁ. DE LA DIVISION
Las leyes de la division exacta son tres: ley de uniformidad ley de

qotonia ¥ ley distributiva.,
mo

,I LEY DE UNIFORMIDAD
Esta ley puede enunciarse de dos modos:
1 El mritl'me de dos mi_merm tiene un valor winico o siempre es igual
Asi, el cociente 20 =5 tiene un valor tnico, 4, porque 4 es el unico
aGmero (ue multiplicado por 5 da 20.
36— 12 = 3 umcamente, porque 3 es el Unico nimero que multipli-

| ) . F:uu?stu que dos numeros iguales son el mismo namero, se tiene
que: Dividiendo miembro a miembro dos igualdades, resulta otra igualdad.

: a= b
Asi, siendo | resulta a b

-

lc =d C i
II. LEY DE MONOTONIA

Esta ley consta de tres partes:

1) Si una desigualdad (dividendo) se divide entre una igualdad (di-
visor), siempre que la division sea posible, resulta una desigualdad del
mismo sentido que la desigualdad dividendo.

8>6 12<13 a>b

;
‘Ejemplm l 2=2 3=3 c=d
y §=2>6+2 12+3<15+3 TSR
4> 13, 4<5.

Ef Si una igualdad (dividendo) se divide entre una desigualdad (divi-
“r), siempre que la division sea posible, resulta una desigualdad de sen-
do contrario que la desigualdad divisor.

E; 8=8 30=130 a>b
Jemplos 4> 72 5<6 c<d
g+ 4<B+2 W+5>W+6 g+=c>b+d

2< 4, &> 5

%) Si una desigualdad (dividendo) se divide entre otra desigualdad

ﬁ - ¥
.,:Em'd“ contrario (divisor), siempre que la division sea posible, resulta

desigualdad del mismo sentido que la desigualdad dividendo.

1 15 < 30 a>b
Eﬁmﬂ“ Iif’:ﬁ 5513 c<d
12+2>8+4 15+5<30+3 a+c>b+d

62 3<10.
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Si se dividen miembro a miembro dos desigualdades de] ps
tido, el resultado no puede anticiparse, pues puede ser upg des; Sen.
de ese mismo sentide o de senudo contrario o una 1gualdad. Blialdaq

20> 6 12> 10 1
: I<y
I E_;emEfﬂs ' 4>2 it 3<y
20+ 4>6+2 2+4<0+2  Badeg
5>3 3<5, i

5=5
IIL LEY DISTRIBUTIVA

Véase numero 181,

= EJERCICIO 53

L. sCudntos valores puede tener ¢l cociente 15 + 5 Por qué? R a4
valor dmco, por la ley de uniformidad.

2 Aplicar la ley de uniformidad a las igualdades siguientes:

Ya=5b 15=5 c=d
2) .[3:3. b) ]!.HI::}I, %) }m:n,

R. a) ;=2 b)1=2 gi=2
3-Siendo a=b y p=gq, squé se verifica segin la ley de uniformidad
R. -~ =2
B

% En un aula hay igual nimero de alumnos que en otra. Si el nimero d¢
alumnos de cada aula se reduce a la mitad, ¢qué sucederd y por cul |
leyr  R. Queda igual nimero de alumnos en las dos, por la ley de
unitormidad.

8. Escribir lo que resulta dividiendo por 4 los dos miembros de a + b=c+d

R. male = cad

4 4

6. Aplicar la ley de monotonia de la division en: !
B> 5 x < m<n
Y )ﬂ:b‘ b) ;3:;, <) fu:h

| R. 2 $>3 b) <5 9355 IR
7 Aplicar la ley de monotonia de Ia divisidn en:

a=h m=n c=d
a) {E}E. b) %3‘:7- c) Lﬂ_‘:pn.
| R a) <2 b) S25 957"
B. Aplicar la ley de monotonia de la divislon en:

20 > 15 a<b x >
¥ | s<s b) }a:-n. 9 I‘M":“-

R. a)6>8 h}'f"'i..',!'
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o ,puede decir 1»].,,:} que resulta dividiendo a > b entre ¢ > d7 Y m < n entre

R 0,
31.‘_‘1%
, L ble edad que Pedro. La edad d ' .

10. Juan uene do que X ad de Maria es la mitad de |a
éf pedro y la LII."!I RDEH._ la mitad de la de Juan, :Quién es mayor, Maria

11. A y B uenen igual dinero. ¢Qué es mis, la tercera parte de lo que tiene A
o la mitad de lo n‘,ﬁuc tiene B? sQué ley se aplica? R. La mitad de lo
que tiene B. Ley de monotonia.

12 A tiene mis dinero que B. /Qué es mds, la tercera parte de lo que tiene A
o la cuarta parte de lo que tiene B? :Qué ley se aplica? R. La tercera
parte de lo gque tiene 4. Ley de monotonia.

13. A tiene la quinta parte _:ir: lo que tiene B. C tiene la décima parte de lo
que tiene A y D la quinta parte de lo que tiene B. ;Quién tiene mids,
C o D? :Qué ley se aplicaz R. D, por la ley de monotonia.

14 Maria es mayor que Rosa. :Qué es mds, la quinta parte de la edad
de Rosa o la mitad de la edad de Maria? R. La mitad de la edad
de Maria.

13. 1a edad de Maria es mayor que la de Rosa. ;Qué es mds, la cuarta
parte de la edad de Maria o la mitad de la edad de Rosa? R. No se sabe.

16. Jesus es mas joven que yo. La edad de Ernesto es la mitad de la edad
de Jestis y la de Carlos la tercera parte de la mia. (Quién es mayor,
Ernesto o Carlost R. No se sabe.

SU!’RESIGH DE FACTORES Y DIVISORES

Estudiaremos dos casos:

1y Si un ntmero se divide entre otro y el cociente se multiplica por
el divisor, se obtiene el mismo nimero.

Vamos a probar que (a + b)b =a. 55 .

En efecto: Llamando ¢ al cociente de dividir a entre b, tenemos:

a+b=c¢ (1)

S e =g =

i 1.l bl

¥ tomo el cociente multiplicado por el divisor tiene que dar el dividendo,

tendremos:

ch=a
¥ omo c=a+ b, seghin se ve en (1), sustituyende este valor de ¢ en la
Igualdad anterior, quE‘dﬂ.: {ﬂ + ﬁ'}b = a.

%) $i un nGmero se multiplica por otro y el producto se divide por
e Gltimo, se obtiene el mismo nimero.
Vamas 2 probar fue {mb} 4 b= ﬂ'.
En efects: En la igualdad anterior esti ex
Gue ¢l dividendo es (a.b), el divisor b y el coce
& Yima, es necesario que el cociente multiplicad
Widendo y en clecto: ab = ab, luego queda demo
Piamcs,

presada una division en
nte a. Si la division es
o por el divisor dé el

strado lo que nos pro-
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Lo demostrado anteriormente nos permite deciy que siem

nimero aparezca en una expresion cualquiera come
puede suprimirse sin que la expresion se altere,

PEE que
Factor y dj [\

(V) 5+6 xX6=5 ¢

ijnpn'us (2) 8x4+4=0 R
Ll i B o
{3) ————=132 R
|
b
() St = e
acn

# EJERCICIO 54

Sumphibicar, suprinmiendo Las cantidades que sean a la ver [:lflmu-,- divisare

1. 8+3x3. 8. 2.3.5.6+3.6. 11. fik?xiil
3 x 6
4% Tx ,
2.ac+ec 7. 7.4+ 4+ 5+ 6.6. 13, SN IR AT
2xTx9
Halim
3. 8.4.56+8.4 8. 9+7.7—-5+3.3 18 ===
Jab
20 +¢
4. 3ab + 3a. 9. (a+ bic+ec. 14. 5 !
Bla + b)e
B. 5bc + 5e. 10. b{a—b) + (a —b). Ha+0) ;

ALTERAEIGHES DEL DIVIDENDO Y EL DIVISOR R
EN LA DIVISION EXACTA

) Si el dividendo se multiplica por un nimero, no variando el di-
visor, el cociente queda multiplicado por ¢l mismo nimero.
Sea la division D+ d = ¢.  Decimos (ue !

Dm + d = cm.
- sy Sy : D T, . jenie
Esta division serd legitima si el divisor d multiplicado por el ¢!
em da el dividendo Din y en efecto:
diem = d(D + dym = Dm. o
(En el segundo paso se ha sustituido ¢ o st igual D+ y
tercer paso se ha suprimido o como factor y divisor).

‘ . i
40 81 el dividendo se divide por un nimero, no variando el d

el cociente queda dividido por el mismeo nimero,
Sea la division D+ d = ¢, Decimos que:

visor
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Esta division sera legitima si el divisor d multiplicado por el cociente
_+m, da el dividendo D <+ m, y en efecto:
o+ m,

de+tm=dD+d)+~m=D+ m,
(En el tercer paso se ha suprimido d come [actor y di"-'i:i-ﬂ:‘}.

3) Si el divisor se multiplica por un nimero,
do. el cociente queda dividido por dicho nimero.
Sea la division D +d =¢. Decimos que

D+dm=¢+m.
Fsta division serd legitima si el divisor dm, multiplicado por el co
ciente ¢ = m, da el dividendo D, y en efecto:
dm.c+m=dm(D+d)+m=D.

(En el tercer paso se han Supl'illli{lu las d y las m que aparecen como
factor v divisor).

no variando el dividen-

4) Si el divisor se divide por un nimero, no variando el dividendo,
el cociente queda multiplicado por el mismo niimero.

Sea la division D + d = ¢. Decimos que

D+ (d + m) =cm.

Esta division serd legitima si el cociente em multiplicado por el divi-

sor d +m da el dividendo D, y en efecto:
cm.d +m= (D + dymd + m=D,

(En el altimo paso se suprimen las d y las m que aparecen como fac-
tor y divisor),

5) Si el dividendo y el divisor s¢ multiplican o dividen por un mis-
mo nimero, el cociente no varia,

En efecto: Segin se ha visto antes, al multiplicar el dividendo por
Un nimero, el cociente queda multiplicado por ese numero, pero p“I mul-
tplicar el divisor por el mismo numero el cociente queda dividido por
dicho nimero: luego, el cociente no varia. ;

Del propio modo, al dividir el dividendo por un numero, el cociente
Queda dividido por dicho niamero, pero al dividir el divisor por el mismo
nimero, el cociente queda multiplicado por dicho mimero; luego, el co-
Gente no varfa,

Ejemplos
1) Al dividie 3500 + 500 podemos tachar los dos ceros del dividendo y los dos

dal diviser, y queda: 3m+ﬂ=35+5=?

porque hemos hecho ol

ha sido dividir ol dividendo y el divisor por
mismo m 100, u: lo cual, segin se acoba de probar, el cociente no
varia,
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‘-2} Al dl\"ldil‘ ]54.? = 547 pndemgg EUPIiI"I"!ir |ﬂ5 [ﬂf_rﬁlgg 4 ; >
dividendo y al divisor, con lo cual el cociente no varia, y i

154.7 +-547=15+5=3,

ALTER#EIDHES DEL DIVIDENDO Y EL DIVISOR
EM LA DIVISION ENTERA

1) Si el dividendo y el divisor de una division entera se muyly e

r un mismo numero, el cociente no varia y el residuo queda multip;
cado por dicho nimero.

Sea D ¢l dividendo, d el divisor, ¢ el cociente y r el residuo, T,

dremos: D=dc+r. (1)

03,

Multiplicando el dividendo y el divisor por m, quedard Dm y dm.
Decimos que al dividir Dm entre dm el cociente serd el mismo de
antes ¢ y el residuo serd rm.
Esto serd cierto si en esta division el dividendo es igual al product
del divisor por ¢l cociente mas el residuo, o sea su

Dm =dm.c+ rm

y esta igualdad es legiuma, porque multiplicando por m los dos miem
1), 1 :
bros de (1), se tiene Dy = A

csea Dm=dmec+rm &)

luego, queda probado lo que nos proponiamos.

2) Si el dividendo y el divisor se dividen por un mismo nimero di-
visor de ambos, €l cociente no varia y el residuo queda dividido por €l .
mo nimero.

En el niamero anterior, partiendo de la igualdad (1), llegamos 5
igualdad (2); luego, reciprocamente, si partimos de (2), llegamos a (), o
cual prueba lo que estamos demostrando.

> EJERCICIO 55

1. ﬂQuE ﬂ]tffﬂﬂiﬂ" sufre el cocient & P inlic E-' H
= i e 760 + 10 si 760 se multplic L
se ﬂt“dt_pt.vl 47 R. Queda multiplicado por 8; queda Jiwdll:luﬂ por :
¢Qué variacién sufre el cociente 1350 + 50 si el 50 se multiplicd P& 10
7 HQ“ d"'l"“lf por 10¢ R, Queda dividido por 7; queda m“"iphﬂduﬂ y o
+ algue alleracion sufre el cociente 4500 + 9 si 4500 se multiplica per pedd
d"'”ldF F’{’ S0 814500 se divide por 4 y 9 se multiplica por 37 R Q
o evtiplicado por 18; queda dividido por 12. § e
. éﬂuﬁ allcra:ru'm‘bulrc el eocicnte BH8 + G si 858 se multiplica pﬂli 2.-.5!-1“""
nfﬂuf o 4 81 #58 se divide por 6 y 6 se multiplica por *
- Rueda multiplicado por 4; queda dividido por 36,

o=




10.

11.
12.

14.

DIViSION ® 1 2-.'

Cuanto .'|_uuu'l:|l;| EI. (;_:j;;if_rm_u si
:.;-Lit'l'iilﬂ |1|_'_|II..l| el divisory R.

:.; anade el divisor al dividendo, perma-

.gué le sucede al cociente si se resta el diy

AL sor del divi
ciendo 1gual el divisorz R, Disminuye 1. el dividendo, permane.

. i Il o= ] <
§i en la division J2 < 8 sumamos 8 con 72 y esta suma Wi
sque le sucede al cociente? R, Aumenta ]']rl divide entre g,

si en la division 216 + 6 restamos § de 215 y esta diferencia se divide pog
el mismo divisor, ¢que le sucede al cociented R, Disminuye 1 =

§0+10 = 6. Diga, sin clectuar la operacion, cudl seria el cociente en los
casos sigulentes:

a) (60 x 2) =+ 10. c) G0 =+(1 2. . o :
) (6= 2+ 10 g EU-;-:‘ilgf-;it. ii EELELEE;E}
R. a)12. b)3 ¢ 3 d)12. ¢ 6 § 6.
Diga, sin electuar la divisidn, si es cierto gue:
W0+4=10+2=40+8=5~+ 1y por qué.
Explique por qué 9 +3 =27+ 9=81+27.
a+b=30. Escriba los cocientes siguientes:

b
ay 2a+b=.... d) {1.*5:....
il
L) E+b= e e) 3a+3b=....
a b
'E} H—Z-.H}:,_-, r_ﬁ ET_ﬁ_.".

R. a) 60. b) 15. ¢) 10. d) 90. e) 30. £) 30.

24+a=~5., Escriba los cocientes:

a
a) d8+a=.... d) E-i+?i-=,,..
a
h} B=ad=.... 'E} 12 T"E":,a..
) 24+2a=.... f) 4+Ba=...:

b

R. a)2b. b) = ¢ d)5b ¢ 265 ) =

G
T 6. Escriba los cocientes:
a-+ 10
2 - f
ha
M e o b A
b) = ¢ =
4 fils f?-r;
a-{uﬂ_ {] “_.__'__=..+.
c) T el b

by 30. ¢) 40. d) 30 e) 1200. ) 2




Siendo la divizién la mis compleja de las operaciones I|Hfﬂ¢'ﬂfll'ﬂ'l.d!‘ la ﬂ-.n'i mética, es 1ogico que los mais.
maticos tuvieran gue pasar muchas vicisitudes desde el uso del rudi mnnta_rm dbaco, hasta las mig medemg
representaciones de las operaciones indicadas. El empleo de la raya I'I_n-rltl'.lnt-nl entre 16% ndmeros parg n
dicar la divisién, se debe a Leonardo de Pisa (Fibonaci, hijo de Bonaci), que la tomé de los textos drabes,

e
!

PERACIONES INDICADAS DE DIVISION CAMTULO XI

I. PRACTICA

189 OPERACIONES INDICADAS DE DIVISION O MULTIPLICACION
EN QUE NO HAY SIGNOS DE AGRUPACION

Deben efectuarse en este orden: Primero, los cocientes y productos
indicados, y luego las sumas o restas.

i (1) Efectvar 6 -3+ 4+ 4 :
. 'E'jﬂmpiﬂs Efecluames primere los cacientes & + 3= 2y 4+4=L
P
R.

¥ tenemos =34 4d+=4=24+1=3
(2) Efeclvar 5% 4+2+9+3—8+2X3.

; L q—B+2X
»  EJERCICIO 56 R St Al E—E——"

Efectuar: el s Sl il R .
1. 8463, R. 10 8. 6+2+48-+4. R B
2. 15+5—2, - PR 9. 6+8+2—3x3+4 R. 3
d. 1254 345. R. 14. 1(). 50 -lxt‘r+3ﬁi"'__9+‘l' R. 15
G V2344228, R. 48, 11. 3% 6+2410+5x3. : R+
. Drxb+2xd4+2xT, R. 210. 12. H0+6—16+2+12+0 o g5
6. 10+248+4~2147. R, 4. 13, B+4x5-H+4x2 R 4
[ 1546+3~4+244. R. 19, 14. 8364+ 4—3x2+6+3

128 ‘L
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16. T2+B+3—4X2+4+46.

16. 90+15+0X3—0+3X44+6x4-+6. % E
17. 4xX5—3X2+10+5—4+2. R. 14.
18. 10+5+4—16+8—2+4+4—1. R. 2.
19, 6xX5x4-+20+20+5+4. R. 7.
0. 6X5+4—8+4x2x3—-54+16+4—3. R. 18,
21, 9+56—4+3—84+5x3—-20+4x3. R. 5.
99 40+3X5+6+2x3+4—5x2+10. R. 52.

up:uclnﬂfs INDICADAS DE DIVISION EN QUE HAY
SIGNOS DE AGRUPACION

neben efectuarse en este orden: Primero, las operaciones encerradas

en los paréntesis y luego las operaciones que queden indicadas, como en
el caso anterior.

(1) Efectvar (S5+ 4)<+3+(8—4)+2
rﬂjgmploﬁ Efectuamos primero los paréntesis, y tenemos:
(5+4)+3+(8—4)+2=9+3+4+2=34+2=5. R
(2) Efectuar (30—10)+ (7 —2)+(9—4)+5+3.
(30 —10)+ (7 —2)+(?—4)+5+3
=20+5+5+5+3=44+1+3=8 R

» EERCICIO 57

Efectuar:

1.  (15+20)=3. i {
9. (30—24)+6. Reng
3. (94+T—2+4)+9. R
4. (dx6x3)+15. B
5. (3+2)+=5+(8410)+2. 4 ‘L
g (5—2)+3+(11-5)+2. : g
i [EI+E—u3}+4+{3—2}+3—{5—3172. II.. 3-
8. {3x2}+ﬁ+{19-1}+{5+4} - EL
8. {E+2}+‘.—|{11—T}+5+{E—-1}. lL =
10, 150+(25x2)+32+(8X2). a 800,
11. 200+(8—6) (5—3). S
12, (9—6)=3+(15—3)+(T—8)+(9+3)- £ 1
13. B+2x5+(9—1)+8-3. R 404,
14 500—(31—6)+5—3+(4—1). S 1k
15. {5:-:-1;-«:3}+{15—3}+15+{11-ﬂ3- oi R 2.
18. [FH!~2ﬂ1+2+{ﬁxﬁ}+ﬁ+{iﬂ—3~?}+( —6). 5 18
17, #+4+2x3—4-+(2X2). R 66
18,  (15—2)d+3(6+8)—18+(10-1). R 50,
19.  300+[(15—6)+3+(18— )+5]. & A
240, ﬂﬂﬁ-sr}ﬁ— 1)~ (0-8)+2]. o
21, [15+(8—2)5]+[(B—2)+2+T). 5 R 69,
22 {9+3}5—2+{3-—2}+Bxﬂ+4+2+ +8 . il
23, [(9—=4)+54+{(10=2)+4 A0 h+18 -Ii R 463,
24, (6 1)B+ 4% 34+ 16+(10-2) =
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Il. TEORIA

Estudiamos a continuaciin el modo de efectuar lag Operaci _
das de divisidn sin efectuar las operaciones encerradas en Jos paré Mdica.
todo que es indispensable cuando las cantidades se representan por e

LEY DISTRIBUTIVA DE LA DIVISION

@ COCIENTE DE UNA SUMA ENTRE UN NUMEROD
Para dividir una suma indicada por un nimero, se divide éills of
mando por este numero ¥ se suman los cocientes parciales,

ARITEETICA

[ Ejemplos

() ) Efectuor (7 +6)+23.

2 )

COCIENTE DE UNA RESTA ENTRE UN NUMERO £ :
Para dividir una resta indicada entre un nimero se dividen ¢l @

nuendo y el sustraendo por este nimero y se restan los cocientes parciaie:

Decimos que [F+6)=3=9+3+6=-3=3+7=5 R

En efecte: 9 -3+6+3 serd el cociente buscodo si mulfiplicode per o
divisor 3 reproduce el dividendo (9 + &) y en efecio, por la ley distributiv
de la multiplicocion, fenemos:

(?+=34+6=3)3=(7+3)3+[6+3)3=9+4
porque 3 como factor y divisor se suprime. y
Efectuar [15+ 20 + 30) = 5.
(15+20+30)+5=15+54+20 <54+ 30+5=3+44+6=13 L
En general:

latb+cl+-m=ag+m+b+m+c+m

Lo propiedad explicada en los ejemplos anteriores constituye lo ley distribetve
de la division respecio de lo suma.

| Ejemplos

1 ) Efectuar [20 —15) <5

20 —15)+5=20+5~15+5=4-3=). K pot @

En electo: 20+ 51555 serts ol cociente buscado si multipicodo P,

divisor 5 se reproduce el dividendo (20 — 15) y en electo, por

butive de la multiplicacién, tenemos:
(204+5—15+5)5=(20+5)5—(15+5)5=20—15

porque 5 como lactor y divisor se suprime.
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|4 ) Efectvarl (35 — 28] + 7.
2 (35—2B)+7=35+7—8+7=5—-4=1. R
Eﬂ genf[ﬂ!; :ﬂ'—b]“i“m=ﬂ+m—h+m_

ke Pmpiﬂdnd. gx.;?lir_udn en los ejemplos anteriores constituye la btk
fiva e la divisién respeclo de lo resta, hr M

c._-,mmf DE UNA SUMA ALGEBRAICA
ENTRE UN NUMERO

Como s¢ ha probado que la divisién es distributiva respecto de la
a y de la resta, tendremos que:

para dividir una suma algebraica por un nimero se divide cada
rmino por dic ho numero, poniendo delante de cada cociente parcial el
igno + si el término que se divide es positivo y el signo — si es negativo.

ol

(y ) Efectuar (15— 10+ 20) + 5.
[15=10+20)+5=15+5—-10+5+20+5=3—-2+4=5 R
En general: la—b+c—d)+m=a+m—=b+mtc+tm—d+m

s

» EJERCICIO 58

Efectuar:

1. (9+6)+3. R. 5. 5. (16-12-2+10)+2. R. 6.

2. (18—12)=6. B I g, (atb)+m, R. a+m+b+m.

5. (12—8+4)+2. R. 4. 10. (e=d)+n. R. c+n—d+n.

4. (18+15+40)+3. R. 21. 11. (2a—4b)+2. R. a—2b.

5. (04—30)-+4. R. 6 19, (x—y+z)+3. R. x-+3—y+3+z+d.
6. (15-9+6—3)+3. R. 3. 15 (5a-106+15¢)+5. R. a—2b+ic.

7. (32—-16—8)=8. R. 1. 14, (6—a—c)+3. R. 2—a+3—c+3.

COCIENTE DE UN PRODUCTO ENTRE UN NUMERO i
Para dividir un producto indicado entre un nimero se divide uno
wlo de los factores del producto por dicho niamero.

Ejemplos

W) Efectuar (6 % 5) + 2.
Dividimos solamente el factor & enitre 2 y tenemos:
(6% 5)+2=(6+2)5=3%x5=15 LT | divi-
En sfacto; (6+2)5 seré el cociente buscado si f"""m"cﬁ:u:: E:fn:ﬂd"m

tor 2 da el dividendo 6 X5 y como {164) para multi
dicado por un nimeru bmjur multiplicar uno de sus rﬂ-ﬂlﬂﬂ por dicho

nimero, tendremos: t,ﬁ+2]5x2=[ﬁ+i}{i|ﬁ5=ﬁ?¢5
Pofque 2 como factar y divisor se suprime.
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(2) Efectuer (17 % 16 X 5) + 8.
(17X16x5)+8=17X{16+8) X5=17X2x5=179,
En general: [abc) + m = [a + m) be.

CﬂCIiHTE DE UN PRODUCTO ENTRE UNO
DE SUS FACTORES

Para div dir un producto entre uno de sus factores ha o o
ese factor en el producto.

| Ejemplos I

(1) Efectuar (7 X B) =+ 8.
(7% 8)+8=7, porque B como factor y divisor se suprime,
{2) Efectuvar [5x4 % 3) <+ 4.
[SX4X3)+-4=5X3=15 R
En general: (abc)+b=oc. R
ebed) + (ad)=be. R

» EJERCICIO 5%

Efectuar, aplicando las reglas anteriores:

1. (9x4)=2. R. 1&.

2. (abc)+3. R. (a<=3)bc.
3. (2x6)+5. R. 6.

4. (mnp)=n. R. mp.

5. (5x9x8)+3. R. 120.

6. (TX6x5)+6. R. 35.

7. (4xTx25x2)+25. R. 56.

8. (3x5%Bx4)+(3x8). R. 20.

9. (Sax6b)+5a. R. 6b.

10. Bxy+3x. R. 2y.

11. (5x4+3x2)+2. R. 13.

12. (Bx3—5x%3)+3. R B

13. (ab+be—bd)y+b. R. a+c—d.

14. (Bx6—Tx445x8)+2. R. 30.

15. (Bx—ty—02)+3. R. x—2y-—3z.
16. (2ab+4ac—Gad)+2a. R. b+2c—3d.




A partir de los trabajos de interpretacion de la escritura cuneiforme en 1929 por O, Meugebauer, se ha puesto
de relieve la contribucién babilénica al progreso de las matemiticas. En las tablillas y puestas an lenguas

medernas, y que datan de 2000-1200 A. C., aparecen infinidad de problemas resueltos de modo ingenioso.
Estos problemas tuvieron su origen e#n la activa vida comercial del pueblo babilénico,

PROBLEMAS TIPOS SOBR camruo X |V/

19¢) PROBLEMA es una cuestion practica en la que hay que determinar
~— aertas canudades desconocidas llamadas incégnitas, conociendo sus re-
laciones con cantidades conocidas llamadas datos del problema.

RESOLUCION

Resolver un problema es realizar las operaciones necesarias para hallar
el valor de la incognita o incognitas,

COMPROBACION

Com probar un problema es cerciorarse de que los ‘r;_l]mﬂ byt hap
hallado para las inc ognitas, al resolver el problema, satisfacen las condi-
tiones del mismo., .

“T?. La suma de dos niimeros es 124 y su diferencia 22. Hallar los uﬁmrbrﬂh
# Hemos visto (128) que la suma de dos nimeros mis su diferencia €s
Bual al duple del mayor, luego:
124 4 22 — 146 = duplo del mimero mayor.
Entonces: 146 = 2 = 73 sera ¢l nimero mayor,
Coma 1a 1Illl|.’-|.t|t‘ los dos nameros es 124, siendo el mayor 73, el
Menor serd 124 —73=61. 73 y 61. R.

133
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COMPROBACION
Consiste en ver si los dos numeros hallados, 73 y 51, cumplen

condiciones del FIGJ]'(:’II’IH- de fjueé su suma sea 124 ¥ su difﬂrﬂn{ia 22'
en efecto: 73 4+ 51 = 124 ¥

73—51= 22

luego el problema esta bien resuelto.

Otro modo de resolver este problema. Como (129) la sumg, de dog

numeros menos su diferencia es igual al duplo del Menor, tendremgg,

10.
11.

12.

124 — 22 = 102 = duplo del nimero mengr,

luego 102+2 =0l = NUMero mMenor.

El mayor serd: 124 — 51 =T73.

EJERCICIO 60

La suma de dos nimeros es 1250 y su diferencia 750. Hallar los nimeros,
R. 1000 y 250.

La suma de dos niumeros es 45678 y su diferencia 9856. Hallar los ni-
meros. R. 27767.y 17911.

El triplo de la suma de dos nimeros es 1350 y el duplo de su diferencia
es 700. Hallar los numeros. R. 400 y 50.

La mitad de la suma de dos numeros es 850 y el cuddruplo de su diferen-
cia 600. Hallar los numeros. R. 925 y 775.

Un muchacho tiene 32 bolas entre las dos manos y en la derecha
tiene 6 mds que en la izquierda. (Cudntas bolas tiene en cada mano.
R. 19 en la derecha; 13 en la izquierda.

Una pecera con sus peces vale 260 bolivares, y la pecera vale 20 bo-
livares mds que los peces. ¢Cuanto vale la pecera y cudnto los pecest
R. Pecera, bs. 140; peces, bs. 120.

Un hotel de dos pisos tiene 48 habitaciones, y en el segundo piso hay
t habitaciones mis que en el primero. Cudntas hay en pisol
R. 19, 21, 2%, 217.

La suma de dos nimeros excede en 3 unidades a 97 y su diferencia excede
en 7 a 53. Hallar los nimeros. R. 80 y 20. d
Una botella y su tapén valen 80 cts., y la botella vale 70 cts. mis c.l"e“'*
tapon. ¢Cudnto vale la botella y cudnto vale el tapon? R. Bote
15 cts.; tapdm, 5 cts, cid
La edad cde un padre y la de su hijo suman 90 afios. Si el hijo mE‘I‘
cuando el padre tenia 36 ainos, scwiles son las edades actuales?  R. 63 -,r
8534 excede en 1400 a la suma de dos ntimeros y en BH3Z a su diferenctd:
Hallar los dos nameros. R. 3568 y 4564, a8
Cuando Rosa nacid, Maria tenia 30 afios. Ambas edades SUIIAD mﬂrldh
anos mis que la edad de Elsa, que tiene 50 afios. gQué edad tiene Ma
que nacid cuando Rosa tenia 11 afos? R, 13 afios.
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@ Eﬁ“’“ es ¢l mimero que sumado con sy dupln da 487

#5 es el mimero que se busca mds dos veces dicho numero, o sea, el
. ] numero buscado: - d nikme . :
lT'P]"} del namero buscado; luego, el nimero buscado serd 45 + 3 = 15, R,

COMPROBACIOM
5“|-;1.||1:1:J 15 Con su |1l.||}]|} 15 X 2 = 30, Lenemos:

15 + 30 = 445

luego, se cumplen las condiciones del problema.

» EJERCICIO 61

1. dCudl es ¢l mimero que sumado con su [1|_|P|u da 2617 R. A7.
g &l awdl es el nomero que sumado con su tniplo da 384 R. 96.
3

8 excede en 14 umidades a la suma de un mimero con su quintuplo.
sCudl es ese numero? R. 104.

4 La edad de Claudio es el cuddruplo de la de Alfredo, y si ambas edades
se suiman y a esta suma se anade 17 anos, el resultado es 42 anos. Hallar
las edades. R, Allredo 5 anos, Claudio 20.

La suma de dos niumeros es 102, y su cociente, 6. Hallar los nameros.

Cuando se divide la suma de dos nameros entre su cociente aumen-
tado en 1, se obtiene ¢l menor de los dos nimeros, luego:

102 + (D + 1) = 102 + 6 = 17 = nimero menor.

El mayor serd: 102 — 17 = 85. 85 y 17. R.

COMFROBACION
Consiste en ver si 85 y 17 cumplen las condiciones del problema, y en

efecto:
g 86 + 17 = 102
B85 4+ 17 = 5.

» LIERCICIO 62

L La suma de dos ntmeros es 450 y su cociente 8. Hallar los nimeros.

R. 400 y 50.
L La suma de dos nGdmeros es 3768 y su cociente 11, Hallar los nimeros.

R. 2454 y 314,
El duplo de la suma de dos nameros ex 100 y el cuddruplo de su co-
ciente 36, Hallar los nameros. R, 46 y b
BN excede en 60 unidades a la suma de dos ndmeros y en 727 a su
trtiente, Hallar los nGmeros,  R. T30 y 10,
18 edad de A e 4 veces ln de B y ambas edudes guman 45 aos, (Qué
i : o) wiion,
ene cada unor R, A 36 ahos; B, d.-lnqllllil“ﬁ'

Entre A y B tienen $12616, y B tiene la tercera
,llmlnd:‘um? RA..HH!.I!.

- = »

3 0% o
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200) La diferencia de dos niimeros es 8888, y su cociente, 9, Halla, &

MuUumMenns.

Cuando se divide la diferencia de dos niimeros entre sy cocie
minuido en 1, se obtiene el nimero menor, luego:

BEBR = (9 — 1) = 8888 + 8 = 1111 = nimero menor.

El niimero menor es 1111 y como la diferencia de los dos niimergs
8888, el nimero mayor se hallard sumando el menor con la diferencis ;:
ambos, luego:

nte dis,

P~ s T

1111 + 85888 = 9989 = namero mayor.
9999 y 1111. R.

COMPROBACIONM
Los nimeros hallados, 9999 y 1111, cumplen las condiciones del pro-

blema, porque: 0999 — 1111 = 8888
9999 : 1111 = 9.

3» EJERCICIO 63

1. La diferencia de dos nimeros es 150 y su cociente 4. Hallar los nimeros.
R. 200 y 50.

2. El cociente de dos numeros es 12 y su diferencia 8965. Hallar los nu-
meros. R. 9780 y 815. -

3. La mitad de la diferencia de dos nimeros es 60 y el duplo de su cociente
es 10. Hallar los nameros. R. 150 y 30. T

4. La diferencia de dos nimeros excede en 15 a 125 ¥ su cociente es res |
unidades menor que 11. Hallar los nimeros. R. 160 y 20. -]

5. 2000 excede en 788 a la diferencia de dos nimeros y en 1995 a su cociente.
Hallar los nimeros. R. 1515 y 303.

6. Hoy la edad de A es cuatro veces la de B, y cuando B nacié A tenia
12 afos. Hallar ambas edades actuales. R. 16 y 4. iy

@ Dos correos salen de dos ciudades, A y B, distantes entre si 160 Kms, 3
alas 7 a.m., y van uno hacia el otro. El que sale de A va a 8 Kms
por hora y el que sale de B va a 7 Kms, por hora. A qué hora s
encontraran y a qué distancia de A y de B?

X EHF-.-‘:'._‘ __“‘i-u-"h |

= = — —_— i

g LR FIGURA 28 J 1

i ——— L i " o .

J
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150 K-, | N
i

I l,l

ly

i

Tam

b 80 Km,__
El que sale de 4 anda 8 Kms. /h. (Figura 28) y el de B anda 7 Kms. /I
luego en una hora se acercan 8 + 7 = 15 Kms. y como la distancia que

para A de B es de 150 Kms., se encontrarin al cabo de 150 Kms. 19

Kms. = 10 horas.
]'.[Hbll.':l'ldl} salido a las 7 a. m., s¢ encontraran a las 5 P Il R
En |;l:l- 10 horas fque se ha estado moviendo el mavil que salio dfu
ha recorrido B Kms, = 10 = B Km!_'- lucgn.’ el Funm de EﬂC“ﬂntm ik
de A 80 Kms. y de B distard 150 Kms. — 80 Kms, = 70 Kms. R.




I

COMPROBACION

El que salio de B, en las 10 horas que ha estado and
| It 1|l' A, ha recorricdo 10 x 7 I"'-HI.I,_
encuentro al punto 8,

andao para encon-
o 10 Kms., que es la distancia del

punto de

lﬂl Dos aulos silen de dos 'lil.lililll!_'.'i. A Y B, situadas a 1400 Kms de
distancia, y van uno hacia el otro, El de A sale a las @ a.m. a

100 Kms./h. y el de B sale a las 8 a, m. Y va a B0 Kms./h, A qué
hora se encontraran y a qué distancia de log puntos A y B?

1 .--:h!p_rh ;I: r-jl- 1
. A (] i
RA 19 B - s =
FIGU ¥ LEI J A0 K b
- = _—

LETI T .

El que sale de A (Ligur: 29), de 6 a 8 de la manana recorre 2 x 100
Kms. = 200 kms.; luego a las 8 a. m,, cuando sale el de B, la distancia que
los separa s de 1400 Kms. = 200 Kms. = 1200 Kms.

A partir de las 8 a. m., en cada hora se acercan 100 Kms. + 50
kms. = 150 Kms.; luego, para encontrarse, necesitardn 1200 Kms. + 150
Kms. = 8 horas, a partir de las 8 a. m.; luego, se encontrarin a las 4 p. m. R.

El que salié de A4 ha estado andando desde las 6 a. m. hasta las 4 p. m.,
o sea, 10 horas, a razon de 100 Kms. por hora, para encontrar al otro; lue-
go, ha recorrido 10 % 100 Kms. = 1000 Kms.; luego, el punto de encuen-
tro £ dista 1000 Kms. de A y 1400 = 1000 = 400 Kms. de 8. R,

COMPROBACION

e 8a. m. a 4 p. m., o sea en 8 horas, ¢l que salié de B ha recorrido
92450 Kms. = 400 Kms., que es la distancia hallada del punto de encuen-
o al punto B.

> EJERCICIO 64

I Dos autos salen de dos ciudades A y B distantes cntre si 840 HE-‘-E- ' van
al encuentro, El de A va a 50 Kms. fh. y el de B a F'.'u l'.'.n_u..,i'h. 51 54 lt:n]:;n
a las b a. m.,, ddl {]uq;'; biora s¢ enconirarian y a I[ué distancia de A ¥ de B¢
R.Alal pom;a 350 Kms. de A y 490 Kms. de B. w L g

& Dos maviles salen de dos puntos A y B que distan 236 Kms. y van a
encuentro, Si el de A sale a las 5 a.m, a 9 Kms./h. y el de B a las ﬂd: tl??
41} H.l'llq._l,"h,‘ da {_Iu,f_- hora se enconLraran Y a l'.lll'l'! istancia de A Y
K. A las T P a 126 Kms. e A Y | 11) Kins., de B.

% Un asuw sale de Sta, Clara hacia la Habana a las 6 a.m. a 30 KE“I‘"};
! o de Ja Mabana hacia Sta. Clara a |=I!Iii| a.moa 20 H-'!;“-f 'I‘..'..'-Ijt'ﬂ
ue distancia se hallarin a las 9 a.m, nulihll'ﬂdn que entre ola.

Y ls Habana hay 200 Kms? R, A 160 Kms

A b goam, sale un auto de A a 60 H“"-.‘rh-.}' vil al ""“m““mcf:n;t::

‘e sale de B 4 HO Kms, /by, a la misimi hora, Sabiendo que s¢ en

“1as 11 am., seudl es la distancia entre A y B? K. 700 Kms | I
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5. Dos autos salen de dos puntos G y D distantes entre si ggg Kms
8 a.m. y a las 12 del dia se encuentran en un punto :Iug dista 241]
de D. Hallar las velocidades de ambos autos. R, El de

el de D a 60 Kms. /h.

g. Dos autos salen a la misma hora de dos ciudades A y B distanites
Kms. y van al encuentro. Se encuentran a la 1 p.m. en up R 43
dista 120 Kms. de A. (A qué hora salieron sabiendo que el ! qQue
30 Kms./h. y el de B a 50 Kms./h. R. 9 a.m.

7 Dos mdaviles ‘pm'ttn de M y N distantes entre si 99 Kms. ¥ van al

: : . en.
cuentro. El de M sale a las 6 a.m. a 6 Kms./h. y el de N a Jas g im
a 3 Kms./h. Sabiendo que el de M descansa de 12 a 3 p.m, Y a Ia;
3 emprende de nuevo su marcha a la misma .w:lm:idad anterior, ;3 qué
hora se encontrard con el de N que no varié su velocidad desde e
salio y a qué distancia de M y N? R. A las 8 p.m.; a 66 Kms. de M
y 33 Kms. de N.

gy

@nm autos salem a las 9 a. m. de dos puntos, A y B (B esti al ese

de A), distantes entre si 60 Kms.. y van ambos hacia el este. El de 4
va a 25 Kms./h. y el de B a 15 Kms./h. :A qué hora se enconira-
rin y a qué distancia de A y B?

FikKma 78 s
A B L
IQT_ = ot e
e P — I FIGURA 30
- — e = : —tll e
10

Mientras el de B (figura 30) recorre 15 Kms. hacia el este en 1 hor,
el de A recorre 25 Kms. en el mismo sentido en 1 hora; luego, el de 4
s¢ acerca al de B 25— 15 =10 Kms. en cada hora; luego, para alcanzarlo
tendrd que andar durante 60 Kms. + 10 Kms. = 6 horas, y como salieron
a las 9 a. m. lo alcanzard a las 3 p. m. R.

El de 4 ha andado 6 horas a razén de 25 Kms. en cada hora para al
canzar al de B; luego, el punto de encuentro estd a 25 Kms. x 6 = 150 kms.
de 4 y a 150 Kms. — 60 Kms. = 90 Kms. de B. R.

COMPROBACIOM

El flllﬂ' salieh {Iq_' B en 6 ||u'|:'35 ha rccﬂ.rrfdu 15 Rms_ » = m-ﬂﬂ'ﬁ-: ql.lf
&5 ]i:l diﬁ-[aﬂ{:iﬂ Illllﬂda del Puntﬂ' de Encuentro a_]' Purltﬂ B.

@ Un auto sale de A a las T a. m., a 60 Kms./h., hacia el este, ¥ i“h:
B a.m. sale de B, situado a 30 Kms. al oeste de A, otro ::‘dil-
#0 Kms./h. para alcanzarlo. jA qué hora lo alcanzard y 2 4
tancia de A y de B?
e
" L
i:;.'_ h-ﬁ " el q‘ I w.l—q
P'_ ﬁ'i::.-+ ] '_']ﬁ:. . 1 e e SEELE
g i ey
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El de A .:nsur;n 31) salid a las 7 a. m. a g0 Kms. /h.; luego, de 7 a
g a. m. ha recorrido 2 X 60 Kms. =120 Kms., asf que a las 9 a, m. la ven-
aja que le lleva al que sale de B es de 30 Kms. + 120 Kms. = 150 Kms.

A partir de las 9 a. m. el de B se acerca al de 4 a razon de 90 — 60 = 30
Kms. en cada hora; luego, lo alcanzard al cabo de 150 Kms. - 30 Kms. =
horas, despucs de las 9 a. m., o sea, a las 2 p. m. R.

En 5 horas el auto que salié de B ha recorride 5 x 90 Kms. = 450 Kms.;

luego, ¢l punto de encuentro £ se halla a 450 Kms. a la derecha de B ¥
5 450 — 30 = 420 Kms. a la derecha de 4. R

5

COMPROBACION

De 7a. m. a2 p. m. hay 7 horas, y en esas 7 horas el que salid de 4
ha recorrido 7 X 60 Kms. =420 Kms., que es la distancia hallada antes de
A4 al punto de encuentro.

» EJERCICIO 65

1. Un corredor da a otro una ventaja de 10 ms. 5i la velocidad del que tiene
ventaja es de 6 ms. por seg. y la del otro 8 ms. por seg., fen cudnto 1]',ng0
alcanzarid éste al primero? R. 5 seg.

4 Un auto que va a 40 Kms.fh. lleva una ventaja de 75 Kms. a otro
gue va a 65 Kms./h. En cuinto tiempo alcanzard éste al primero?
K. 3 horas.

3. Dos correos salen de dos ciudades M y N (N estd al oeste de M) distantes
entre si 8 Kms. y van ambos hacia ¢l este. El de M sale a las 6 a. m.
y anda 1 Km./h. y el de N sale a las 8 a.m. y anda 3 Kms./h. ¢A qué
hora se encontrarin y a qué distancia de M y N? R. 1 p.m.; a 7 Kms.
de M y 15 Kms. de N.

4 Un auto salio de Valencia hacia Maracaibo a las 9 a.m. a 40 Kms./h.
‘A qué hora lo alcanzard otro auto que salié de Caracas a las 12 del dia
a %) Kms./h., sabiendo que la distancia entre Caracas y Valencia es de
160 Kms., y a qué distancia de Caracas y Valencia? R. A las 7 p.m.
a 560 Kms. de Caracas y a 400 Kms. de Valencia.

% Un auto sale de lbagué hacia Cali a las 4 p.m. a 50 Kms./h. ¢A qué
hora lo alcanzard otro auto que sale de Bogota a las 2 p.m. a 75 kms./h.
siendo la distancia entre Bogotd e Ibagué de 225 Kms.? R. Alas 7 p.m.

B Un auto sale de Imperial hacia Lima a las 5 a. m. a 50 Kms./h. y otro de
Lima hacia Trujillo a las 7 a.m. a 80 Kms./h. :A 11.!& d::-l.ancm_sc halla-
ran a las 10 a. m. sabiendo (ue de Imperial a Lima hay 175 Kms.?

; R. 165 Kms, ——

* Un auto sale de A hacia la derecha a 90 H.ms.fh. a las 132 0¥ a8
el mismo instante otro sale de B hacia la derecha a 75 Kms./h (B estd
 la derecha de A). El de A alcanza al de B a las 7 p.m. ¢Cudl es la
distancia entre A y Br  R. 105 Kms. :

Un auto sale de Caracas hacia San Juan de los Morros a las 8 a.m. a

45 Kms.fh, (Distancia entre Caracas fj-"iim Juan de los Morros, 140 Kms.).

‘A qué hora salio otro auto que 1ha a 70 Kms.fh. si llegaron al misma
Hempo a San Juan de los Morrost  R. 10 a.m.
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9. Dos autos salen de dos ciudades A y B distantes entre si 100 Ky
; 5 F . ry E\‘
hacia cl este. (B estd mds al este que A). El de B gale 5 las g 5
60 Kms, por hora v el de A a las B a.m. a 80 Kms./h. ;A qué hl:llm' a
cncontraran salvendo |]‘ur s¢ han detenido, el que salid de B de lﬂh "
y el que salio de A de 12 a 2 para almorzar, reanudandg deapu.ﬁ:l
marcha a lus mismas velocidades anterioresy? R. 12 p.m, 111

¥ imhﬂ

Un hacendado lleva al Banco tres bolsas con dinero, La 12
juntas tienen $350; la 2% y la 3* juntas, $300, y la 12
5260. Cuanto tiene cada bolsa?

Y la g0
}'lﬂ3"iumu.

1? bolsa + 2* bolsa = %350
27 bolsa + 3?2 bolsa = $300
1? bolsa + 32 bolsa = $250

Suma: $TIJH

La suma $900 contiene dos veces lo de la primera bolsa, mds dos veces
lo de la segunda, mis dos veces lo de la tercera, luego la mitad de la suma
00 + 2 = §450 = 1? bolsa + 22 bolsa + 3 bolsa.

Si las tres juntas tienen $450, y la 1 y la 2%, $350, la tercera tendrd
$450 — $350 = $100,

La segunda tendrd $300 — $100 = $200,

La primera tendrid $350 — $200 = $150.

1%, $150; 2%, $200; 3%, $100. R.

COMPROBACION
La 1 y la 22 bolsa tendrian $150 + $200 = $450.
La 2! y la 3? bolsa 7 $200 + $100 = $300.
La 1? y la 32 bolsa = $150 + $100 = $250.
Luego, los valores hallados para las incognitas satistacen las condiciones
del problema.

>  EJERCICIO 66

. En un colegio hay tres aulas. La 1@ y la 2% juntas tienen 85 alumnes.
la 2% y la 3% 75 alumnos: la 1* y la 3% S0 alumnos. (Cuintos alumnos
hay en cada clase? R, 1%, 45; 2%, 40; 3%, 35. .

2. La edad de Pedro y la de ]]u.'m suman § anos; la de Juan y la de Enngus
13 anos y la de Pedro ¥y la de Enrique, 12 anos. Hallar las tres eda
R. Pedro, 4 anos; Juan, 5; Enrique, 8.

3 Un saco Y un pantalom valen 75 bolivares; el pantalin y su d‘“"“‘:;ﬂal
bolivares L"' aco y el chaleco, 66 bolivares, (Cudnto vale cada p
R. Saco, bs, 45; pantalén, bs. 30 chaleco, bs, 21, duplo

4 Un hacendado leva al banco tres bolsas (ue contienen dinerﬂ-1£| d: lo
de lo que conticnen |a 17 y la 2% bolsa es 14000 bolivares; el trlplu e
que contienen la 1% y la 39 o5 24000 bolivares vy la mitad de lo ‘l"fmm;
tenen la 2% y ln 3% es 4500 bolivares. ¢Cudnto contiene cads
Ro 1%, b 3000, 29, b, 4000; 39, b, B0,
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Multiplico lE“ m'tm‘r_-m p-u:r E y anado 15 al producto; resto 40 d
5"“"’ y la diferencia la divido por 25, obteniendo como mcien::;tf

Cual es el numera?
iC

Esta clase de problemas se comienga por el fin
raciones INVETsas a las indicadas en el problema,

fl resultado final es 71, Este 71 proviene de dividir entre 25 luego
L D5 i,
‘ multiplicamos por <o

¥y se van haciendo ope-

71 X 25 = 1775.
A este resultado, 1775, le sumamos 40-

1770 + 40 = 15815,
A 1815 se le resta 15:
1815 — 15 = 1800
v finalmente, 1800 se divide entre G:
1800 + 6 = 300. R.
COMPROBACION
| Consiste en ver si multiplicande 300 por 6, afadiendo 15 a este pro-

ducto, restando 40 de esta suma y dividiendo la diferencia por 25, se ob-
uene como cociente 71, y en efecto:

300 X ¢ = 1800
1800 + 15 = 1815
1815 — 40 = 1775
1770 + 26 =171

luego, 300 satisface las condiciones del problema.

- > EJERCICIO 67

L Si a un nimero anado 23, resto 41 de esta suma y la diferencia la mul-
tiplico por 2, UI.JlL'IIH,U 132, Cudl es el nimero? R. 54

2 iCudl es el nimero que multiplicado por 5, anadiéndole 6 a este pro-
ducto y dividiendo esta suma entre 2 se obtiene 23?7 R. 8.

Cuil es el namero que sumado con 14, multiplicando esta suma T e
dividhendo el producto que resulta entre 44y restando 31 «deieste QORIEAS
w obticne 14747 R. 6006,

Fenia cierta cantidad de dinero. Pagué una deuda de (86 colaney; EI'IWE
s reabi una cantidad igual a la que me quedaba y dlnspués Em'.a
2 colones a un amigo. Si ahora Lengo 242 colones, Jcudinto tenid
Principior R, 212 colones. : ;
T ‘[:“ di 40 colones: el martes gané 125 colones; ¢l miércoles gane

el doble de jo que tenia el martes, y el jueves, despues de perder la mitad

de 1o que wnia, me quedan 445 colones. (Cuinto tenia antes de eMPeEs
© % Mugarr R, 225 colones, i
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07)Un deposito se puede llenar por dos Haves. Una vierte 15(
6 minutos y la otra 180 litros en § minutos. ;Cudnio tiempo trdk
en llenarse el depdsito, estando vacio y cerrado el 'lmiigﬁt, o wi ﬂhr::
a un tiempo las dos Haves, sabiendo que su capacidad es de g litros;

"lt{- n

La 17 llave vierte 150 litros en 6 minutos; luego, en un Minute vier.
te 150 + 5 = 30 litros.

La 2% llave vierte 180 litros en 9 minutos; luego, en un minug Ve,
te 180 + 9 = 20 litros.

Las dos laves juntas vierten en un minuto 30 + 20 = 50 litros,

Como la :';|F:i|[i:!ilt| del [Il'}jﬁ-ﬂitﬂ es de 550 hitros, tardarin en Nenarlg

650 + 50 = 11 minutos. R.

COMPROBACION

La 1? llave, en 11 minutos, vierte 11 x 30 = 330 htros.

La 22 llave, en 11 minutos, vierte 11 x 20 = 220 litros.

Las dos llaves juntas, en 11 minutos, echarin 330 + 220 = 550 litros,
que es la capacidad del depdsito.

Un estanque tiene dos llaves, una de las cuales vierte 117 litros en
f minutos y la otra 112 litros en 8 minutos, y un desagiie por el que
salen 42 litros en 6 minutos, El estangue contenia 600 litros de agua
y abriendo las dos llaves y el desagiie al mismo tiempo se acabé de
llenar en 48 minutos, ;Cudl es la capacidad del estangue?

La 1* llave wvierte 117 + 9 = 13 litros por minuto.

La 2* llave vierte 112 + 8 = 14 litros por minuto.

Las dos llaves juntas vierten 13 + 14 = 27 litros por minuto.

Por el desagiie salen 42 + 6 = 7 litros por minuto.

Si en un minuto las dos llaves echan 27 litros y salen 7 litros por '-Tl
desagiie, quedan en el estanque 20 litros en cada minuto; luego, en 48 mi-
nutos, que es el tiempo que tarda en acabar de llenarse el estanque 5t
han quedado 20 x 48 = 960 litros, y como éste tenia ya 500 litros, la capt
cidad del estangue es 500 + 960 = 1460 litros. R.

COMPROBACION

La capacidad total hallada es 1460 litros. Quitando los 500 litros Q¢
ya "3"1‘3_ en el estangue, quedan 1460 = 600 = 960 litros de cﬂpﬂﬂldﬂd'
tos 960 hitros se lenan en 960 + 20 = 48 minutos,

*  EJERCICIO 68
&u
L yn estangue cuya capacidad es de 300 litros estd vaclo ¥ f"ﬂldnuﬂ
desagiie. JEn cudnto tiempo se lenard si abrimos al mismo uumpﬂm ]
laves que vierten, la 1%, 36 littos en 3 minutos; la 29, 48 lieros
milnutos y la 8%, 16 litros en § minuwos? R, 12 min.
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"J. II=I Jrl‘.rt!H. (A1) [ LER AN | |I|{"l' {Il'h'l l._'lr.ltr E'i: Illll..5 en

3 tl-l II1II i O (Ll "1‘ E 8 L] t i‘l'll L]

abierto el desague se abre la lave, ¢EN Cuidnto tiempo se llen:
si sul q.:l:n.uu].ni cs de 84 litros) R, 91 bl AUPa se Uenard el lavabo
« 9 .

4 minutos y up desagiie

3 5ia un estanque de 450 livos (e Capacidad que estd lleno se le
desague, s¢ vacia en 1 hora. Si estando vacio l..'i‘.l't'-'ll]:ﬂ{:'rl!'t' -ﬂ_}r:r R
abre su lave de agua, se llenga e H miinutos, dEn cudnt 1;:hi.’h-lll:m:' =
lienard, st estando vacio y abierto el desagiie, se abre la I‘i;w:-.:i" u}'a-:]"’..r

¢ Un estanque se puede Hlenar por dos |laves, ung de las cunles vie :
200 htros en 5 munutos y la otra 150 litros en nunm:r.p, El *;::H‘I-’I:-‘rtt'
tiene un desagiic por el que salen 8§ litros en 4 minutos, JEn rll::illm
”;..1#.1. Ht‘l Henari It'J Irnl-tlll|l|{*. ;-i estando vacio, se abren ;1lI:I1|i:Iudm l;u-rlzltz
las dos Haves y el desagiie, sabiendo 4 et .- : :

R 7 min. b Hio que su capacidad es de 441 litross

6. Un estanque tiene tres grifos que vierten: el 19, 50 litros en 5 minutos;
el 29 91 htros en 7 minutos Yy el 3% 108 litros en 2 minutos, y Ilu.:.
desagties por los que salen 40 litros en 5 minutos ¥ 60 litros en § minu.
tos, respectivamente. s estando vacio ¢l estangue y abiertos los desagiies
se abren las tres Haves al mismo Lempo, necesita 40 minutos prira lenarse.
dCual es su |.|fr.|:uI_|:j_-'-' R. 560 1. ;

6. Un depdsito cuya capacidad es de 53227 litros tiene dbs laves que vierten,
una 654 Is. en 3 minutos y la otra 1260 1s. en 4 minutos y dos desagiies
por los que salen, respectivamente, 95 Is. en § minutes ¥y 102 Is. en ¢ mi-
nutos. 51 en ¢l estangue hay ya 45275 litros de agua y se abren a un
tempo las dos Haves y los desagiies, gen cudnto vempo se acabard de lenar?

K. 16 mun,

Un depdsito tiene tres llaves que vierten: la 1%, 68 Is. en 4 MinuLos;

la 2% 108 Is. en 6 minutos y la 3%, 248 Is. en 8 minutos y un desagiie

por el que salen 55 ls. en 5 minutos. Si el desagiie estd cerrado y se
abren las tres Haves al mismo tiempo, el depdsito se lena en 53 minutos,

(En cuwidnto tiempo puede vaciarlo el desagile estando lleno y cerradas

las lavess R. 5 h. 18 min.

B. Si estando lleno un clt*p:’mil:n se abre su desagiie por el que :‘iilli‘ll ‘r'.‘l I,
en i minutos, el depdsito se vacia en § horas, Si r:sluml_u vacio y H_hl{:rtu
el desagiie se abren dos llaves que vierten juntas 21 hiros por minuto,
0 cudnto tiempo se lenard el estangque? R, 2 h. |

B Un estangue tiene agua hasta su tercera parte, y si ahora se abricran una
Have que echa 119 1s. en 7 minutos y un desagiie por el que salen 280
htros en B minutos, el depdsito se vaciaria en 53 minutos, JCudl es la
“pacidad del estanquer R, 2862 1, | |

10- Si en un estangue que estd vacio y cuya capacidad es de 3600 litros, se

ran al mi : ot 1 saphie, el estangue se Henaria
Abrieran al mismo tiempo tres aves y un desagiie, el b I aitatiitis
&n 15 mniitis, o el ll("l‘l-il‘““l' gl 24 litros en l'"ll".".l]ﬁ'.i :'.il| '['li::“ qlu
HERC G Tiros de agua ¥ estd cerrado el dfﬂﬂr“f- Jen cugknia po
Malvarin de lenar las tres Havest  R. 10 min,

$18
. Un comerci vs 30 trajes a $20 uno.  Vendio 20 trajes a
@ arla unn.{ ::wﬂ;:::pﬂ;m qm.!j vender los restantes para no perder?

Comto de los 30 (rajes a $20 uno; 80 x 20 = $100.

=3
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Para no perder, es necesario que de la venta saque estos $600 que

De la venta de 20 trajes a $18 uno, saco: 20 x $18 = $3g0. lutgu. ]:htb_
ticie que sacar de los tr:tjr:s restantes para no perder es $800 — $360 = -'F;I:{

Habiendo vendido 20 trajes, le quedan 30 — 20 = 19 trajes,

Si de estos 10 trajes tiene que sacar $240, cada traje tendry que vep
derlo a 5240+ 10=3%24. R. ;

COMPROBACION

Al vender los 10 trajes que le quedaban a $24, obtuvo 10 x $94 = $
v de los 20 trajes que ya habia vendido antes a $18 obtuvo 20 x $18 = §350.
luego, en total obtuvo de las ventas $240 + $360 = $600, que es el Eﬂﬂu;
luego, no pierde.

@[‘.umpré cierto nimero de bueyes por $5600. Vendi 34 bueyes por
33210, perdiendo en cada uno $5. ;A como hay que vender ¢ e
para que la ganancia total sea de $2130?

Costo de los bueyes: $5600.

Para ganar en total $2130 hay que sacar de la venta $5600+$2130=$773).

De la primera venta que hice obtuve ya $2210; luego, lo que tengo
que sacar de los bueyes que me quedan es $7730 — $2210 = $5520.

Ahora vamos a ver cudntos bueyes quedaron,

Precio de venta de un buey: $2210 + 34 = $65. Al vender cada puey

a 365, perdi $5 en cada uno; luego, el precio de compra fue de §70

cada buey.

Si cada buey me costo $70 y el importe total de la compra fue de
$3600, compré $5600 + $70 = 80 bueyes.

Como ya se vendieron 34 bueyes, quedan 80 — 34 = 46 bueyes.

De estos 46 bueyes que me quedan tengo que obtener $5520, luego

cada buey hay que venderlo a $5520 + 46 = $190. K.

COMPROBACION

Vendiendo los 46 bueyes que le quedaban a $120, obtiene 46 x 310
= $5520, y como de la primera venta obtuvo $2210, ha obtenido en @
tal 35520 + $2210 = $7730. Como el costo fue de $5600, Ia ganancia &
$7730 — $5600 = $2130: luego, se cumplen las condiciones del problemd

> EJERCICIO 69

1. Compré 500 sombreros a $6 uno. Vendi cierto nimero en $500, 5. me
A como tengo que vender el resto para no perderi  R. §6.20.

2. Un librero compré 15 libros a 12 quetzales cada uno, Habiéndose det€t
Tado algo 9 de ellos, wuvo que venderlos a 8 quetzales uno. A
Jone que vender los restantes para no perder? R. Q. 18 it

3. Un comercianie Compird 11 trajes 3300 bolivares. Vendio 5 a bs 240
A chmo tiene que vender Iq:n:pJ ml:::ntu para ganar bs. 9007 R, b »

W
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Compré 9 libros. Vendi 35 de ellos por $280, pe
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mpré 80 libros por 5600 soles. Vendj y
L-ﬂ'"l.[;u;imus libros me quedan y cuint B o o GALEs cada

: o

-:Ift::-lil; R. Qlli‘.‘liﬂi] 20; gané 20 soles, gané en cada uno de log que
1o comerciante compro 600 sacos de fri |

Ln & dt.' L‘jfrlﬂ' nﬁ]IIErﬂ- {_If_' Elim a $ﬁ un;:liefcsi.h: $‘554']md.: uno, Pﬂ]‘ I_a
que vender los restantes para ganar en total $330 'Rf $9 s

Un comerciante r._nm;:-r-:f- cierto nimero de sacos de aziicar

vares y los vendié por 840, ganando 2 en cada saco. {g:;nfgf EH-
comprd ¥ cudnto pagd por cada uno? R. 120: 5 bolivares -
vendi 60 sacos de azicar por 480 bolivares,
;Por cudntos sacos estaba integrado un pedido
;. por el cual pagué 400° R. B0 sacos.

Un hacendado compra cierto nimero de vacas por 24000 colones. Vende

una parte por 8832 a 276 una, perdiendo 24 en cada vaca, ¢A cdmo tiene
que vender las restantes para ganar 1392¢ R. 345 colones.

ganando § en cada uno.
que hice al mismo precio

. Compré cierto nimero de libros por 600 soles. Vendi 40 perdiendo 2 en

cada uno y recibi 320. ¢A cdmo tengo que vender los restantes si quiero
ganar 607 R. 17 soles.

Un caballista compré cierto nimero de caballos por §10000. Vendié una
parte por §8400 a $210 cada uno y gané en esta operacién $400. ¢Cudn-
tos caballos habia comprado y cudnto gané en cada uno de los que vendié?

R. 50; $10.

Compré 514 libros por 4626 bolivares. Vendi una parte por 3600, ga-
nando 3 en cada libro y otra parte por 912, perdiendo 1 en cada libro.
‘A como vendi los restantes si en total gané 118628 R. 13 bolivares.

Un comerciante comprd cierto nimero de sacos de frijoles por $2496, a
$8 uno. Vendié una parte por $720, ganandc $1 en cada saco, y otra
parte por $1720, ganando $2 en cada saco. ¢A cémo vendi6 cada uno
de los sacos restantes si en total obtuvo una utilidad de §784? R. §14.

1. Un hacendado compré 815 vacas por §48900. Vendi6 una parte en $20475,

= i da
ganando $5 en cada una, y otra parte en §5500, perdiendo $5 en ca
una. ;A cémo vendid las restantes si en total perdié §$2925¢ R. $50.

Un comerciante compré 20 trajes. Vendié 5 a 75 bolivares, 6 a 60, 7 a 45
¥ el resto a 70, ﬂhlﬁl!I}iEﬁdﬂ asi]una atilidad de 390. ¢Cudl fue el costo de

“ada traje? R. 40 bolivares.
4824 bolivares, a 3§ uno.

Lompré cierto nimero de pares de zapatos por 48 :
Al vender una parte en lﬁﬂfﬁrd[ g en cada par. Si el resto IE “?';E:Eiﬂm-
0 32 en cada par, sgané o perdi en total y cudnto? R, Ganc B
rdiendo $3 en cada uno,

Y 20 ganando $1 en cada uno. ¢A coémo vendi los que me quedaban si en

efinitiva no g i o R. $14. :
gané ni perdir ’ did

s ] i : 08000. Ven

Un ‘Mportador adguiere cierto namer auj:trdi:r:!:f; llﬂiﬁ[’llm cada M

N4 parte por $46400, a $400 cada uno, da uno. ;A como vendio los

] A parte por $36000, ganando $100 en ca R. $740.
Testantey o uﬁudcﬁnmva fuvo una ganancia de $40007
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@ Un capataz contrata un obrero ofreciéndole $6 por cada dia
baje y $2 por cada dia que, a causa de la lluvia, no pued, tml:a!h'
Al cabo de 23 dias el obrero recibe $91. :Cudntos dizs lmha'm
cuintos no trabajo? J6 y
Si el obrero hubiera trabajado los 23 dias hubiera recibido 283 §5=
Como solamente ha recibido $91, la diferencia $115 — $91 = ¢o,
viene de los dias que no pudo trabajar.
Cada dia que no trabaja deja de recibir $5 — $2 = $3, 1u
$24 = $3 = 5§ dias, y trabajo 23 —8=15 dias. R.

$115,
$24 pro.

€8O M0 trahaj

COMPROBACION

En 15 dias que trabajd recibié 15 x $5 = $75.
En 8 dias que no trabajé recibié 8 x $2 = $16.
En rtotal recibio $75 + $16 = $91.

2 EJERCICIO 70

1. Un capataz contrata un obrero olreciéndole 70 sucres por cada dia que
trabaje y 40 por cada dia que, sin culpa suya, no pueda trabajar. Al c;[bu
de 35 dias el obrero ha recibido 2000. ;Cudntos dias trabajé y cudntos
no trabajo? R, Trabajd 20 dias, no trabaja. 15 dias.

2. Se tienen $129 en 36 billetes de a §5 y de a §2. ¢Cudntos billetes son
de a $5 y cudntos de a $22  R. 19 de $5, 17 de $2.

3. En un teatro las entradas de adulto costaban 9 bolivares y las de nifios 5.
Concurrieron 752 espectadores y se recaudaron bs. 5472, :Cuintos espec:
tacdores eran adultos y cuintos nifos? R. 536 adultos y 216 ninos

4. En un dmnibus iban 40 excursionistas. Los hombres pagaban 40 cts. ¥
|3._,~.~ damas 25 cis. Los pasajes costaron en total $13.45. Cudntos excursio-
nistas eran hombres y cudntos damas?  R. 23 hombres y 17 damas. |

9. Un comerciantc pagd 45900 sucres por 128 trajes de lana y de gabardina.
Por cada traje de lana pago 300 y por cada traje de gabardina 400. Cuin-
tos trajes de cada clase compré? R. 53 de lana y 75 de gabardina

6. Para tener $12.30 en 150 monedas (ue son de a cinco y diez centavos

seudntas deben ser de a cineo y cudntas de a diez? R. 54 de a cinco
"6 de a diez.

7. Cada :J_Ia que un alumno sabe sus lecciones, ¢l profesor le da 5 vales } 1
cada dia que no las sabe el alumno, tiene que cﬂwle al profesor 3 vale:
Al cabo de 18 dias el alumno ha recibido 34 vales. ¢Cudntos dias Sup?

sus lecciones el alumno y cudntos no las supo? R. Las supo 11 dia%
no las supo 7 dias,

B Un padre le pone y problemas a su hijo, ofreciéndole 5 cts. por 'Eadf
problema fque resuclva, pero por cada pmhlrma que no resuclva :
chacho perderi 2 ots, Después de trabajar ¢n los 9 problemas el mi i
this n::.lh-r_'_ 1 cls. Cudntos problemas resolvid y cudntos noe resol!
“.. Rl':‘iﬂ'!l'l.l'llﬂj Tr s T':ml'i'jﬁ 2‘

8. Un padre pone 15 problemas a su hijo, ofreciéndole 4 cts. por catk e
que resuelva, pero a condicion de que el muchacho rderd 2 m'm“
cada uno que no resuelva. Después de trabajar en ﬁ; 15 PIE it
quedaron en paz,  JCudnios pruililmmls resolvid el muchacho ¥ ©
no resolvidgr R, Resolvid 65, no resolvid 10.

1
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PROBLEMAS DE HUMEROS ENTEROS - 'l.q_'.l‘

Un capataz contrata un obrero, ofreciéndole $19
wero con la condicidn de que, por cada

por cada dia que trabaje
: e dia que el obrero, por su voluntad,
dt.j{.. ll{' ir '.II lliﬂ]‘HJU‘, I.l.!lll;tl':-_aI |I|j{: I‘]‘Hgﬂli[' HI ':HP\:.I':E.:I": H- A] ﬂm d'E' I.H-
dias el obrero le debe al capataz $24. :Cudntos dias ha trabaiado

cudntos dias ha dejado el obrero de ir al trabajo | | :
dejo de ir 15 dias. ajor R, ‘Trabajé 3 dias,

EJERCICIO T1
MISCELAMNEA

Do hmuhlrl.':i ajustan una phr:d. en 360 y trabajan durante 5 dias. Uno
recibe un jornal de $4 diarios. /Cuil es el jornal del otro? R. $8.
Vendo varios lipices en 96 cts., ganando 4 cts. en cada uno. Si me habian
costado 72 cts, jocudntos lapices he vendido? R. 6.

Una persona gana 38 a la semana y gasta 75 cts. diarios. ;Cudnto podrd
ahorrar en 56 dias? R. $22.

Si me saco 1000 bolivares en la loteria, compro un automdvil de 7500 y
me quedan 500. ¢Cwinto tengo? R, 7000 bolivares,

Con el dim_'l_'u que tengo puedo comprar § periddicos y me sobran 5 cts.,
pero si quisicra comprar 13 periddicos me faltarian 30 cts. (Cudnto vale
cada periodico?r R, 5 cts.

Un r[']_ﬂj ue adelanta 4 minutos en cada hora seiala las 4 y 20. 51 ha
estado andando 8 horas, scudl es la hora exacta? R. 3 y 48 min,

Por qué nimero se multiplica 815 cuando se convierte en 586807
R. Por T2

10602 es el producto de tres factores. Si dos de los factores son 18 y 19,
seuil es el otro factorg  R. 31.

A tiene 16 afios; a B le faltan 8 afios para tener 10 afios mis gue el doble
de lo que tiene 4 y a € le sobran 9 afios para tener la mitad de la suma
de las edades de A4 y B. ;En cuinto excede 70 afios a la suma de las
edades de B y € disminuida en la edad de 47 R. 18 afios.

Un hombre que tenia 750 soles comprd un libro que le costéd 60: un
par de zapatos que le costé 20 menos que el doble l:lel_hhrﬂ y un traje
cuyo precio excede en 360 a la diferencia entre el precio de los zapatos
y el precio del libro. sCudnto le sobrd?  R. 190 soles.

Si A tuviera $17 menos, tendria $18. 5i 8 tuviera $15 mis, r:cndria ;38.
S$i € tuviera $5 menos, tendria $10 mis que A B juntos. Si D tuviera
318 menos, tendria $9 mis gue la diferencia entre la suma de lo que tenen
By Cyloque tiene A. ;Cudnto tienen entre los cuatro? ILI IEI*EII.'“\‘H'=
Para ir de Ciudad Judrez a Tehuantepec, un viajero recorre fa pri
emana 216 Kms.; l:il segunda 8 Kms, menos que © {Inl:!g de lo que rf]-::n-
i la primera; la tercera 83 Kms. mis que en la primera y _“E‘: i
“mana juntas y la cuarta 96 Kms. menos gquc cn las tres ianlﬂnp-ﬂ L
Tﬁn le faltan 245 Kmas. prara llegar a su destino, jouwidl es la distancia e

% dos ciudadesr R. 2875 Kms,
-!F:-llﬁl es la distancia recorrida por un atleta en una Carrera e :h::iﬁlnﬁ
i ha vencido 15 obstdculos que distan § melros uno de otro, ¥ dal ditinto

arrancada dista 4 metros del primer obsticulo y la meta

B metros? R. 96 m.
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: prerden 3150 en la venta de 50 barriles de aceite g
;.uri.;l?lu Li:npra. R. §63. $60 uno, Hally,
¢Cuiintos meses (de 30 dias) ha trabajado una persona que hy
$180 si su jornal diario es de §5 y gasta $2 diarios? R e
S¢ compran hbretas a $20 el millar. Si las vendo g
ganancia ¢n 80 lhibretasr R, $2.40.

Compro igual nimero de vacas y caba]lqs Por 12375 sucres, i
vacas y caballos habré comprado s1 el precio de una vaca es de gy 1"*:
de un caballo 5252 R. 11 £

Un hacendado compra igual numero de caballos, vacas, hue;rm ¥ terneg

en $5735. Cada caballo le costd $50, cada vaca $60, cada buey Hﬂm
cada ternero $5. ¢Cudntos animales de cada clase compro? R, 31, i

Se reparten 39870 sucres entre tres personas. La primera recibe 1425 mi
que la tercera y la segunda 1770 mas que la tercera, ;Cudnto recibe cad;
una?  R. 1% 13650 sucres; 29, 13995 sucres; 3%, 12995 sucres.

A tiene 9 afios, B tantos como A y C, C tantes como A ¥ D; D tiepe 3

anos. ¢Cuil es la edad de M, que si tuviera 15 afios menos tendriz igual
edad que los cuatro anteriores juntos?.  R. 72 ajios.

. A tiene 42 anos; las edades de A, By C suman 8§ afios y C tiene 24 afis

menos que 4. Cudl es la edad de B y cudl la de C?  R. B, 23 afios;
C. 1B anaos.

Tengo $67 en 20 billetes de a $5 y de a $2. ;Cudntos billetes tengo de
cada denominacion? R. 9 de $5 y 11 de 32

Un empleado que gana $65 semanales ahorra cada semana cierta suma.
Cuando tiene ahorrados $98 ha ganado $455. ;Cudnto ahorra a la s
manar R. §14.

Para poder gastar 70 soles diarios y ahorrar 6720 al afio, tendria que ganar
660 mds al mes, dCudl es mi sueldo mensual? (Mes de 30 dias). R. 2000 soles.

Mi sueldo me permite tener los siguientes gastos anuales: $480 en al
quiler, $600 en alimentacién de mi familia Y $540 en otros gastos.
ademds ahorro $35 al mes, scudl es mi sueldo mensual? R, §170.

éPor cudl nimero hay que dividir a 589245 para que el cociente s
723¢ R. Por £15.

¢Por cudl nimero hay que multiplicar el exceso de 382 sobre 191 par
obtener 4202 como producto? IF Por 22.

Gano 6920 sucres en la venta de 173 sacos de mercancias a 240 uno. Hallaf
el costo de un saco. R, 200 sucres,

Un librero adquiere cierto nimero de libros por 144 bolivares. 5i huhlﬂ';
comprade 11 libros més hubiera pagado 408. Cudntos libros ha com
Y cudnto ganard si cada libro lo vende por 29?7 R. G; bs. 30.

Un viaﬂ::}. asomado a la ventanilla de un tren que va a 36 Knll-f

ie
hora, ohserva m['lu: un tren estacionado en una via ld}'lﬂf““m'
€l en 12 segundos, dCudl serd la longitud de este tren? R. ve
Un viajero desde la ventanilla de un tren que va a 72 Kms. ij Ja ady®
pasar ante ¢l en 4 segundos, otro tren que va por una via para "i nnii“'d
cente, en sentido contrario, a 108 Kms. por hora, ¢Cudl es la
de este wren? R, 200 m,
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" 0 y sobraron 15 naranjas?  R. Entre 17.
3, Tengo 17 billetes de $50. Si vendo 6 vacas a $75 cada una

30.

3.

38.

39.

4l

1T,

" Jitros en 2 minutos y un desagiie P

T R NENEROER ENTERDR B 199

Un estanque de 300 litros de capacidad tiene una llave que vierte 2y

or el que salen 24 litr i

ros. = 08 en 3 minutos
tiempo se : : "

{hn {_LI.F'II“U I.J-U -il_-rli'hll'-'i IJ{' ilit_nar el E“anque 5l ttniﬁﬂdﬂ T' mﬂ

litros de agua abrimos al mismao tiempo la llave y el desagiie? R. 50 mi
- - L- - E |- L] n-
(Entre cudntas personas se reparten 185 naranjas si a cada persona tocaron

o, ¢ oy 5 una casita
or $950, scudntos trajes de $45 podré comprar ¢ Y '
. 50 trajes. prar con el total de ese dinero

El producto de dos numeros es 7533, ¥ uno de los nim
cuanto f:-m;dt* el duplo de la suma de los e
su diferenciar  R. En 342

Compré 120 libros a 8 colones; vendi 80, perdiendo 2
o0 mds al costo. ¢A como vendi los restantes si en
ni perdi? R. A 16 colones.

Un empleado que gana $7 diarios gasta $14 semanales. ;Cudntos dias
tendrd que trabajar para comprar un auto de $560?7 R. 11?9 dias,

Un comerciante compro cierto nimero de trajes por 15600 colones, a
130 cada uno, y por cada 12 traj{-s que comprd le regalaron 1. Vendid
60 trajes, ganando 50 en cada uno; 30 trajes, perdiendo 50 en cada uno;
se le echaron a perder 6 trajes y el resto lo vendié perdiendo 30 en cada
uno. ¢Gand o perdié en total y cudnwo? R, Perdié 240 colones.

Un importador no quiere vender f automdviles cuando le ofrecen 37000
soles por cada uno. Varios meses después vende los 6 por 216000. Si en
este uempo ha gastado 6840 por mncei)lu de alquiler del local y otros
gastos, ¢cudl es su pérdida en cada mdquina? . 2140 soles.

Un librero adquir:rr: 500 libros a 2 colones cada uno y luego 6 docenas
de libros a 60 cada una. Si luego los vende todos por 1932, icudnto gana
en cada libro? R. 1 colon.
Un importador que ha adquirido B0 sacos de [rijoles a 30 colones y que
ha pagado ademis 2 por conduccion de cada saco, quiere saber cudnto
tendrd que sacar de la venta de esa mercancia para ganar § por saco.
R. 3040 colones.
Tengo alquilada una casa que me produce $5 diarios y un automévil que
me produce $2 diarios. M1 gasto diario es $2 por alojamiento y §1 de
comida, pero el sabado y el domingo los paso en casa de un amigo. ;Cudnto
ahorraré en 8 semanas? R. $272
Por cudl niimero se multiplica 634 cuando se aumenta en 31707 R. Por 6.
iPaor qué niamero se divide 16119 cuando se dinminuyc en 143287
Por 9.
Un hacendado vende 118 caballos a 700 bolivares y cierto nimero de
Vacas a G00. Con el importe total de la venta comprd una casa de 146560
Y le sabraron Ja40)., 4 uaAntas vacas vendid? R. 112
Un COMerciante compr( sombreros, lj:—lgﬂlldﬂ 480 colones por cada 'jﬁ
“inbreros, Si los tiene que vender a 24, ¢cudntos sombreros ha vendido
Uando sy pérdida asciende a 192 colones? R, 32 o
Vend por 445 colones los libros que me habian costado 885, perdien
4 colones en cada libro. sCudntos libros tenia? R, 110,

: Bl. (En
dos nimeros a la mitad de

en cada uno, y
definitiva no gané
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48.

31.

93

55.

B7.

b8.

58

B1.

Reparti §87 entre A y 8 de modo que A recibié $11 mds que g

le tocd a cada uno? R, A, §49; B, $38. 1 - 'f':'-lintu
Un hombre da 6210 quetzales y 103 caballos que valen Q. 54 ol

a cambio de un terreno que compra a Q. 654 el drea. dﬂuintu Ung,
tiene el terreno? R, 13. drey
Con ¢l dinero que tenia compré cierto nimero de cuadernos a 16 cts
sobraron 33. Si cada cuaderno me hubiera costado 20 cts, no me h-g'mt
sobrado mis que §1. (Cuintos cuadernos he comprade? R Eﬂ“ iera
Con el dinero que tenia compré cierto nimero de entradas 13
cada una y me sobraron § cts. 5i cada entrada me hubiera costade 41

me hubieran [altado 16 cts. ¢(Cudntas entradas compré y cudntg ) oy,
tenia? K. 4, $0.60. dinery

Un hacendado comprd G4 bueyes por 312800. En mantenerlos ha gastad
$500. 5i se mueren 14 bueyes y el resto los vende a $300, sgana o pierde
y cuinto en cada buey de los que quedaron? R. Gana $28 en cada ung
Un ganadero compra 40 caballos a 100 quetzales cada uno y por cads
10 que compra recibe uno de regalo. En mantenerlos ha gastado Q. 60,
Si los vende todos por Q. 4248, igana o pierde y cudnto en cada caballg
R. Pierde (). 8 en cada uno.

Adquiero 60 libros. Al vender 30 libros por 660 sucres gano 6 por libr,
Cuianto me costaron los 60 librost R. 960 sucres.

¢A como he de vender lo que me ha costado 6300 quetzales para que [2
ganancia sca la tercera parte del costo? R, Q. 8§400.

Cuando vendo una casa gano 6300 colones, lo que representa la tercens
parte de lo que me costd. ¢En cudnto vendi la casa? R, 25200 colone.

Un hnmhrel comprd periGdicos a § por 24 cts. y los vendid a 9 por 45 s,
ganando asi 62 cts. ¢Cudntos libros a $6 cada uno puede comprar con ¢l
producto de la venta de tantos caballos como periGdicos compré a §18
cada caballo?r R. 93.

Un hacendado comprd cierto nimero de vacas por 1785 balboas. Si hubiers
comprado 7 vacas mis y cada una de éstas le hubiera costado 10 mends,
habria pagado por todas 2450. ;Cudntas vacas compré? R, 17.

S5i tlr:rndc: a B0 balboas cada uno de los caballos que tengo, pierdo 600
y si los vendo a 65 balboas, pierdo 1500. ;Cudntos caballos tengo ¥
cuanto me costé cada uno? R. §0: 90 balboas.

iA ciﬁrmlﬂ tengo que vender los libros que he comprado a §6 para gans
en 15 libros el precio de compra de 5 libross R. A $8.

Un agente recibe cierto niumero de cuadernos para vender a 5 <ts Se le
catropean _15 cuadernos, ¥ vendiendo los restantes a 8 cis. cada uno, 5
Euandul vendo una casa por 12600 balboas gano el doble del costd
GO0, sCuinto me costd la casa} R, 4000 balboas. llo
Un capataz ofrece a un obrero un sueldo anual de $190 y ut caba
Al cabo de 8 meses el obrero es despedido, recibiendo $110°¥ el

Cudl era el valor del caballo? R. $50.

5 en cada caja de lipices cabe una docena, cudntas caj
para guardar 108 lipices? R, 9 cijas, ‘

as hardn faltd
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PROBLEMAS DE NUMEROS ENTEROS @ ]5]

Un comerciante comprd 5 bastones, 9 sombrer i i
de cigarreras por $208. Vendié los bastones ﬂ:' el S

uno; los sombreros a §18, perdiendo $2 ep cadm’ ganando 33 en cada

+ ; . a uno, y los li
onando $1 en cada uno. ;Cudntas cigarreras habia ‘ﬂLdeu;bﬁmﬂau:g:

derlas a §6 gand $1 en cada una? R, 13,

Un hombre compro cierto nimero de anillos cada
Vendié 15, ganando $20 en cada uno: 28, Pepféljl?g?'i;ﬂlgg cada l-:ll:;

se le perdieron 5. ;A cdmo vendid los anill .
L{ﬂfinlli\fa gané $497 R. A $147. anillos que le quedaban si en

Vendo un anillo por $325; si lo hubiera vendido
§89. :Cuinto me costd el anillo?r R, $299,

Vendo un anillo por $186; si lo hubiera vendido
§30. ;Cudnto me costé el anillo? R, por $12 menos, perderia

por $63 mds, ganaria

;A qué hora y a qué distancia de Lima alcanzard un auto, que sale a
las 11 a. m. a 50 Kms. por hora hacia Chiclayo, a otro auto que va en
la misma direccion y que pasé por Lima a las 5 a.m. a 30 Kms. por
hora? R. A las 8 p.m., a 450 Kms. de Lima.

11 personas iban a comprar una finca que vale 214500 soles, contribuyendo
por partes iguales. S5¢ suman otros amigos y deciden formar parte de la
sociedad, con lo cual cada uno aporta 3000 menos que antes. (Cudntos
fueron los que se sumaron a los primerus? R. 2,

Se compran en un teatro 5 entradas de hombre y 6 de mujer por $27, y
mis tarde se compran 8 de hombre y 6 de mujer por $36. ;Cudnto cuesta
cada entrada de hombre y cudnto cada una de mujer? R. De hombre, $3;
de mujer, $2.

Se reparten $4893 entre tres personas de modo que la segunda reciba
$854 mds que la tercera y la primera $110 mds que la segunda. Hallar
la parte de cada persona. R. 1%, $1989; 2%, $1879; 3%, $1025.

S¢ reparte una herencia de 45185 bolivares entre cuatro personas. La
primera recibe 800 menos que la segunda; la segunda 2000 mads que la
tercera: la tercera 3143 mas que la cuarta. Hallar la parte de cada per-
sona. R, 17, bs. 12482; 28, L.-lazaz: 3%, bs. 11282; 4% bs. 8139.

Un capataz contrata un obrero por 80 dias ofreciéndole $5 por cada dia
1“ trabaje y $3 por cada dia que, a causa de la lluvia, no pueda mhq:ju.

| cabo de 80 dias el obrero ha recibido $350. ¢Cudntos dias trabajo y
cuintos no trabajo? R. Trabajé 55 dias, no trabajo 25 dias.

. ~ P 2
Un padre pone 12 problemas a su hijo con la condicién de que por ca
problema -::1?4: resuelva el muchacho recibira 10 cts. y por cada Pt‘%hitmi
Que ng resuelva rderid 6 cls. D‘E&PUé! de !lrabijll' ﬂ'rll .I:r 1'2 Pi‘n:mmm
¢l muchacho recibe 72 cts. ¢Cudntos problemas resolvio y €U
"Ssolvide R, Resolvio 9; no resolvio 3. -

Compré ¢ ballos por $4500. Por la venta de una parte
'“ihi'}fiﬂﬂlz ?:Erﬁcd;ﬁ s:mr :I:ln caballo, y en esta npnﬂﬂ'ﬁ;;“?::':
40 por caballo, (A cHmo tuve que vender los restantes si en

"ve una pérdida de $1007 R. $40.
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De unas tablillas encontradas en las orillas del Eufrates, se deduce que los primeros que aplicasan | e
wvacién a potencia fueron los sacerdotes mesopotdmicos, quienes resolvian la multiplicacién 8in necesidad
recurrir al dbaco, pues empleaban la tabla de cuadrados, al basarse en el principio que dice "el prodecs
de dos ndmeros es siempre igual al cuadrado de su promedio, menos el cuadrade de su semidifersncy”

ELEVACION A POTENCIA Y SUS CAPITULO xv
OPERACIONES INVERSAS

@LA POTENCIACION O ELEVACION A POTEMNCIAS es una operacin

de composicion que tiene por objeto hallar las potencias de U0
numero.

@ POTENCIA de un nimero es el resultado de tomarlo como RO
& dos o mds veces.

; : : 4
Asi, 9 es una potencia de 3 porque 3 x 3 = 9; 64 es una potenci de
porque 4 X 4 x 4 = 64,

fi_lj NOMENCLATURA Y NOTACION

— El ntimero que se multiplica por si mismo se llama base de 12 Pﬂlfll: 1
cia. A la derecha y arriba de la base se escribe un numero Ptquﬂfu::ml-
mado exponente, que indica las veces que la base se repite papes .;: LA |
La segunda potencia o cuadrado de un nimero es el resultad® '
marlo como factor dos veces. Asi: 5% = § x 5§ = 25,

I..-H l'!'.'l'f.'l.'I'H IHI‘I'E'"{_i.EI (] [ut"} dc (N4 'll:lmfrﬂ &5 E] rfsullﬂ
como factor tres veces, Asi: 290 =2 w 9 w« 0 =f,

L
do de Tl |

Ll s 1



FOTEMCIas @ 153

La cuarta potencia de un mimero es el resultado de tomarlo cuatro
yeces COmo factor. Asi: 3'=3x3Ix3Ix3J=81

La quinta, la sexta, la séptima, etc
.3 de un numero es el resultado de

sarlo como factor cinco, seis, siete, etc..

2X2IXIXNIXN2=32
IXIXIXIXIXE=TDO

24
3¢
=2 x2x2x2xIx2x2=198

-
&

yen general, la enésima potencia de un nimero es el resultado de tomarlo
como factor n veces. Asi:

@ POTENCIAS SUCESIVAS
Toda cantidad elevada a cero equivale a 1. Asi: 2=1,5°=1.
Se ha convenido en llamar primera potencia de un numero al mis-
mo numero. Asi: 3' =3, 5 =35.
Por tanto, las potencias sucesivas de 2 serdn:
=1 N=2 B=4, B=8, 2*=16, 2°=232, e,
y las potencias sucesivas de 3 serdn:
=1, 31=3, 32=9, =27, 3*=81, 3* =243, etc.
Las potencias sucesivas de 10 serdn:
10° =1, 10! =10, 10? = 100, 10° = 1000, 10* = 10000,

107 = 100000, etc.
EJERCICIO T2
Desarrollar: & :

L ¢, 4 38, 7. 58 10. 312 115.
3. 5. 23: B. B 11. 4153, 14. 10342
i 6 3. 9. g, 12. 18 15. g2,
Hallar el valor de:

Px2 R. 2. 23. 210 x 10* x 8°. R. 102400.
- x5 R. 625. 23. 62 x 9% x 29,

30

exp R. 144. ey
5

P ¥ x e, R. 2187. 25. =

® 30
PxPxPpxs. R L 26. Elu ;
P ap oA, R. 270000. g7, XX

x4e
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28. 2::;: R. 1. 31. 33X 22— g0y 40
\ o Eiu. R. 250. 32. 8% 5%—50,
109 x o
2
30. 3ﬂxi—u. R. 25. 3. a0+ 44, g,

@ CUADRADO

La segunda potencia de un nimero se llama cuadrady
este numero porque representa siempre (en unidades de irea) o
area de un cuadrado cuyo lado sea dicho namero (€0 unidade
de longitud).

Asi, si un cuadrado (figura 32) tiene de lado 2 cms,, el jire

Lo L
|
1
|

| Tod

ol

].
|
{
|

| de dicho cuadrado es: 2xX 2 =4 cms.?; si el lado es § cms, o

drea del cuadrado es: 3 x 3 =9 cms.®; si el lado es 4 metros, ¢
3 drea del cuadrado es: 4 X 4 = 16 metros?, e

I
| ,
| . En general n* represemta el drea de un cua

| FIGURA 31 drado cuyo lado sea n.

Por su mucha utilidad, el alumno debe conocer los cuadrados de los
20 primeros numeros.

HUMERD CUADRADO HUMERD CUADRADO NUMERD CUADRADD
| R SR 15 s 220
4 e 81 16 256
9 e s e 100 | by 289
16 [ R 121 1B, % SR M
29 LSO 144 P, o . 361
36 {5 AL N 169 | N 400
49 | R, 196
cubo de

La tercera potencia de un nimero se llama
este nimero, porque representa (en unidades de
men) el volumen de un cubo cuya arista sea dicho 1
1o (en unidades de longitud). R

Asi, si la arista de un cubo (ligura 33) € % dl
el volumen de dicho cubo serd: 2 x 2 x 2 =8 (W% gxd
arista es 3 cms., el volumen del cubo seri: 3 "
=27 cms.*,

En general, n
men de un cubo cuaya aris

ol

mﬁmﬂﬂww

FIGURA 33 ta &8 M




POTENCIAS @ 155

por su utilidad, el alumno debe conocer de memoria los cubos de los

20 Pl'iln{-rcls numeros:

NUMERO CUED NUMERO cuso NUMERD CUBo
O ; R 512 (i 3375
B s . 9 729 b e S 4006
P 27 10 1000 iy S 4913
Ln s 64 1 by 1331 1B . - e 5832
5 125 12 1728 19: 3, B0 s BASH
s 216 R 2197 oy, AN 8000
il 343 Tl Rt 2744

318) COMPARACION DE POTENCIAS DE LA MISMA BASE

1) Si la base es > 1, cuanto mayor es el exponente, mayor es la po-
tencia.

Asi. como 2> 1, tenemos: 2V <2 g2 g9 < =
. 2) Si la base es 1, todas las potencias son iguales.
;. Asi, P=1=12=13....... =1~
3) Si la base es < 1, cuanto mayor es el exponente, menor es la po-
tencia.
i Asi, como 0.5 <1, tendremos: 0.5°>05'>05>05%. ....... > 0.5".

. Iﬁ? PRODUCTO DE POTENCIAS DE IGUAL BASE

| Para multiplicar potencias de la misma base se suman los exponentes.
Sea el producto @®.a®. Decimos que a*.a* =a**? = a’

En efecto:

a*.a® = (a.a)(a.a.a) = a.a.a.a.a=a’

(1) 222i=Pii=2v=64 R
Ejemplos (2) 3.3 = 1=3"=6561. R

(3) w51 =570 R
(4) g.o*.a?=gl****=0**% R

i

)

C

COCIENTE DE POTENCIAS DE IGUAL BASE

Para dividir potencias de la misma base se restan los exponentes.
S¢a el cociente a7 + a%, Decimos que @’ + a* =a’"*=a',

En efecto: at ser4 el coviente de esta division si multplicado por
I &t reproduce el dividendo a7 y efectivamgnte:

; (1) F#+3=3"4=3=20 R
EJE'"—P‘M (2) al+p=0a'"1=0% R
(3) gm+20 =21 R

(4) a+o"=a""" K

div;




# EJERCICIO 73
Efectuar, aplicando las reglas anteriores:

- . 8 B
é. gu:fi_aﬁ_ R. alv, 4. G*+8. E_, ::1"
3. 2m.3m.m% R.6m>® 10. 6%+ (a0 am, R oo
4. 93 08 94 R. 512. 16. X198 & (x.x8), R. %]
6. 4a.a*.50%. R. 20a%+%, T (@ e R. g
6. 3.32.3%.3%. R. 59049. 18.  (5%.57.56) + 51, R.1,
7. 5.5%.5=. R. 50+m, 19.  (2%.23) + (210, 9m R.1.
8. a'+a. R. a°. 20 (a®.a") + (a.a), R. g1
9. a+at, R. a*. 1. (x.x0) + (x5, x2), R
10. 35+ 38, R. 1. 4. X0+ (x8 g8 ) R.
11. 2%+ 98, T 3. (3°.39.919) = (30 guy R o
12. af =g~ R. 1. 24 x30 4 (x% x5 x), R. xi8

OPERACIONES INVYERSAS DE LA POTENCIACION

En la potenciacién, conociendo la base y el exponente, hallamgs h
potencia.

Ahora bien: Como la potenciacién no es conmutativa, pues no se pue.
de permutar la base por el exponente, resulta que las operaciones inversy
de la potenciacion son dos:

'} La radicacion, que consiste, conociendo la potencia y el exponen-

te, en hallar la base.

%) La logaritmacién, que consiste, conociendo la potencia y la base,
en hallar el exponente.

. RADICACION

@ RADICACION

Como 5* = 25, el namero 5 que elevado al cuadrado da 25, & la rait
cuadrada de 25, lo que se expresa con la notacién:

El signo v“se llama signo radical, 25 es la cantidad th‘di_“]' grado
raiz cuadrada y el namero 2 que va en el signo radical es el indice ©

de la raiz, el cual indica que 5 elevado al cuadrado da 25.
En la prictica ¢l indjce 2 se omite. Asi: ¥0 se escribe V3. (¢ ol
. Como 4 =64, el nimero 4, que elevado al cubo da 64, es 12 ™
bica de 64, lo que se expresa con la notacién:

L VIEETL sl

; Aqui la cantidad subradical es 64 y ¢l indice o Smd" es 3, ¢
dica que 4 elevado al cubo da 64,

Gesla
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RADICACION @ ] 5‘}'

Jgualmente: ?F: 2 aig“nil::i{:a que 24 =14
+243 = 3 significa que 3° = 243
en general: va = b significa que b° =g,
Podemos decir que:
Raiz de un numero es ¢l nimero que elevado a la

: potencia que in-
dica ¢l indice reproduce la cantidad subradical.

» EJERCICIO T4

Hallar:
B RS 4. 218 R. 6. . ¥6i. R.2
g. /100. R. 10. 0. ¢/Bl. R.3. 8 243 R. 3.
3 VI R.3 6. 32. R. 2 . Y138 R. 2

10. Si 8 es la raiz cabica de un numero, cudl es este numero? R, 512.
11. Si 31 es la raiz cuadrada de un nimero, jcudl es este namero? R. 961.
12. ;Cudl es el numero cuya raiz cuarta es 42 R. 256.

13. ;Cuidl es el nimero cuya raiz sexta es 2? R. 64
Hallar la cantidad subradical en:

14 a=". R. 49. 17. W a=5. R. 625.

16. +b=11. R. 121. 18. Ya=T. R. 16807.

1. yea=7. R. 343. 19. ym=2 R 64

20. Siendo a*=b se verifica que ¢ T=.... R. a.

il. Siendo 5' =625 sc verifica que/625=.... R. 5.

@ RAIZ EXACTA Y ENTERA

Una raiz es exacta cuando elevada a la potencia que indica el indice
reproduce la cantidad subradical.

Asi 3 es la raiz cuadrada exacta de 9 porque 3* =9; 9 es la raiz cubica
exacta de 729 porque 9° = 729. )

Ellﬂl‘ldﬂ no existe ningﬁn numerg entero ql.l-E elevado a la l?-ﬂl‘.ﬂl'lﬂl.il
que indica ¢l indice reproduzca la cantidad subradical, la raiz es 1nexacta
O entera,

Asi, la raiz cuadrada de 38 es entera o inexacta, porque no existe nin-
BUn nimero entero que elevado al cuadrado dé 38. : .

Las raices inexactas son llamadas radicales, que se estudiarin amplia-
Mente mas adelante.

@ SUPRESION DE INDICE Y EXPONENTE

[':uanclu la cantidad subradical estd elevada a un exponente igual que
“l indice, ambos pueden suprimirse.

Asi: vE=3 porque 3 elevado al cuadrado da 3%
V5 =5 porque b elevado al cubo da 5%
Ya' = a porque a elevado a n da a".

e
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@CQHEECIGH DE POSIBILIDAD DE LA RADICACIOM
EN LA ARITMETICA DE LO5 MUMEROS MATURALES

Para que sea posible la radicacion exacta de los nuimeros Natural
necesario que el nimero natural al cual se le extrae la raiz seq Una sk

cia perfecta de igual grado que ¢l indice de la raiz, de otro nimero naumT
Iral,

Asi, los tinicos nimeros naturales

que tienen raiz cuadrada exacta son los cua- 1 que es el cuadrady de 1,
drados perfectos, o sea, los niimeros natura- L " o
les que scan el cuadrado de otro nimero 16 S " o
natural, como: _ =2 — g 4 T
Los tinicos niumeros naturales que tie- B que es el cubo de 9
nen raiz cubica exacta son los cubos perfec- T S it R
tos, o sea los numeros naturales que son el : Ok e e i el
cubo de otro niamero natural, como: R e R 1

Los inicos niumeros naturales

: ; 16 gue es la cuarta tencia o
que tienen raiz cuarta exacta son los 1 po €2,

v L N - . - . E] LE ] an ra Fa L 1] 31
numeros naturales que resultan de 956 4
a [ o BE B L] ] i 1
elevar a la cuarta potencia otro ni- i : : 2 :
625 (3] LI T i 1 1 5: elc.

myCToy lili'll.l.l't'n'-ll, COom,: e i

En general, para que un mimero natural tenga raiz exacta de grado n

es necesario que dicho nimero sea la enésima potencia de otro nimero
natural.

Il. LOGARITMACION

Como 3* =9, el nimero 2, que es el exponente a que hay que elevar
la base 3 para que dé 9, es el logaritmo de 9 de base 3, lo que s &
presa con la notacion:
logs 9=2.

El subindice representa siempre la base del sistema.

Como 5 = 125, el niimero 3, que ¢s el exponente a que hay que ELev
la base b para que dé 125, es el logaritmo de 125 de base 5, lo que 5¢ ST
sa con la notacion:

logs 125 = 3.

Igualmente: Como 74 = 19, resulta que log; 49 =2,
como 3* = 243, resulta qque logy 243 =5,
como 2% = 256, resulta que logy 256 =8,

y en general, si a® = b, resulta que log, b = x.

[ R — R ——
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podemus decir que:

Logantimao de un numero con relacion a otro llamado base es el ex
popente 4 gque hay que elevar la base para que d¢ dicho nimero.

@ LOGARITMOS VULGARES

Los logaritmos mids usados son los de
pase 10, que se Haman logaritmos vulgares,

Clog 1 =0,

En cstos ¢l subindice 10 se omite, de modo lu_ll f 10 log 10 =1,
3 que cuando no hay subindice se sobreentien- 1”'; = 100 log 100 =2,
i de que la base es 10.  Asi: Y 107 = 1000 .. log 1000 = 3, etc.
| @ CONDICION DE POSIBILIDAD DE LA LOGARITMACION
EN LA ARITMETICA DE LOS NUMEROS NATURALES

_ Para que el logaritmo de un namero natural con respecto a una base
. dada sea otro numero natural, es necesario que el nimero sea una poten-

| cia perfecta de la base.
Asi: logs 8 =3 porque 2* =8

pero logs 8 no es un nimero natural porque 8 no es una potencia perfec-
ta de 3; igualmente log 100 = 2 porque 10¢ =100, pero log 105 no es un
> aimero natural porque 105 no es una potencia perfecta de 10.
'l » EJERCICIO 75
] En cada uno de los casos siguientes, escriba el log de la potencia:
L =4 R. log; 4=2. 16. a==c. R. log, c=m.
2 ¥=16. R. log: 16=14 16. 5*+1=x. R. logy x=a+ 1.
3. #=27. R.lpg 27=3 17. 62 =518. R. log, 518=x—2.
4 15=243. R. log; 244 =5. 18. a==b. R. log, b=3x.
0. =1, R. log: 1=0. 10. a" = 8x. R. log, 8x=n.
e LT R. log, 64=3 20. x*=a+b. R. log, (a+b)=12a.
- =125 R. log; 26=2. 21. logz 9=.... R. 2.
B. 54=625. R. log; 625=4. 22, log, 16=.... K. 2
9 =36 R log, 36=2. 23. logs 1=.... R.0.
10. 79=2401. R. log; 2401 =4 24. logs 512=.... R.3.
121 ®=512. R. logs 512=28. 2 log, 64=.... R. 6
e 2= 1024, R. log, 1024 =10. 26. logs 729=.... R G
W a'=b. R, log, b=3. a7. log 729=.... 3
L A gy R. log, m=6. 28. log 10000=.... R 4
¢Puede hallar:
B o, 117 R. No. 30. log, 217 R. No. 31. logs 367 R. No.
L';.?. 5I'I'_“'I1-'|]ri|. h‘“-l =i, J:.‘_ru{: Ijuf_:d:f tﬂrihif? “... 3' = X.
3y Nendo log, § =3, qué pucde escribirt R, a*=8.
3‘; Siendo log, 81 = 4, wqué nomero es k¢ R
% Yiendo log, 512 =a 4 1, qqué namero €s a? R. 2
S nueley log, 243 = x = 1, fyué nomero es x?  R. G
Y Hallar ¢ PRIy
38 Caryey bog, es 4. R, K. ap. Cuyo logs es 4 R. 625.

Cuyo logy &3 6. R. 64 40, Cuyo logy es 9. R. 512




Eratéstenes para descubrir su curioso método d

N a r r_.;_...?a: IS Y COMPUESTOS, CAPITULO xw

I"..-. e | |F'II' I|

—
229 NUMERO PRIMO ABSOLUTO O SIMPLE es el que solo es divisible

por si mismo y por la unidad.

| Ejemplo ] 5,7, 11, 29, 37, 97.

-

1{9'““‘""-“‘“ COMPUESTO o no primo es aguel que ademis de ser AV

,'l
s bl por si mismo Y por la unidad lo es por otro lactor.

" I'f,f"mf”l”" ]

| # i o
4 & compussto porque odemds de ser divisible por 14 y por |1, @ divisible Fr fit

¥ opor S 2 e compustio porgque ademds de ser divisible por 8l MDA
widad e divisible por 3 ¥y poi J,

160

Hacia ol siglo 11l (A, €.), los griegos alcanzaron un elevado grado de abstraccién en las clencias matemi.
ticas. La misma palabra Ariimética es de origen griego. Para ellos, esta ciencia era una rigurosa ten
tas nameros. Sus investigaciones los llevaron muy pronte al conceplo de nimero primo, de donde pari

: e determinacion de los nimeros primos en la serle natunl,

L
=

yr
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@”‘ULT'FLG de un nimero es el nimero que contiene a éste un na.
mero exacto de veces,

Asi, 14 es miltiplo de 2 porque 14 contiene a 2 siete veces: 20 o5 sl
Iy 5 1 ] ' i F

Los multiplos de un nimero se forman multiplicando ?ig;g
gste nUmeEro por la serie infinita de los nimeros naturales 2% 5 =10
0.,2,3..-.--i luego, todo nimero tiene infinitos miltiplos. 3% 5=15

Asi, la serie infinita de los multiplos de 5 es: o 4% 5 =90

X 5=25 etc.

El nimero 5 en este caso es el modulo de esta serie infinita.
En general, la serie infinita de los maltiplos de n es:

O0xXn 1%Xn 2Xn, 3Xn 4%xn, 5§%n

@HGTACIDH

Para indicar que 10 es mualtiplo de 5 se escribe:
10 =m. de 5

o también escribiendo un punto encima del madulo:

10="56.
Que 28 es mialtiplo de 7 se expresa:
28=m. de 7 6 28=1.

En general, para indicar que a es miltiplo de b se escribe:

, ﬂ:ﬂ.dﬂb L#) II=-!L

@SUEHULTW’LG, FACTOR O DIVISOR de un nimero es el numero
fue estd contenido en el primero un NUMEro exacto de veces.

| £ jem plos I

4 w3 submiltipio de 24 porque estd contenido en 24 seis veces; B es factor o divisor
de b4 por 16 contenido en 64 ocho veces. . i
Lo di"-'imrq‘:d.: uﬂcTﬁ:nl:m sa llaman parles alicuolas |portes iguales) d;ﬁ e ::lu-
mers, Agi 5 es divisor de 20 y es una parte dlicuolo de 20 ,um;tr-::-.n-uIrI Iﬂ“unlﬂ
dividirse en 4 partes iguales que cada una valga 5 4 también es m:lpu ; o

de 2 pargue 20 pusde dividirsa en 5 portes iguoles que cada uno vo inn e
Parte alicusta de un nimero es, por lanto, ung de las partes iguales qu
pusde-dividic diche nimero.
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@ NUMERO PAR es todo namero miltiplo de 2.
La férmula general de los mimeros pares es 2n, siendo n up ni

entero cualquiera, ya sea par o impar, pues si es par, multiplicado por
dard otro mimero par, y si es impar, multiplicado por 2 dard yp nﬁm:
ro par.

Todos los nimeros pares, excepto el 2, son compuestos,

@HUMEED IMPAR es el que no es miltiplo de 2. La férmula genera]
de los nimeros impares es 2n = 1, siendo n un namero enterg cual-

quiera, pues 2n representa un nimero par, que aumentado o disminuidg
en una unidad dard un nimero impar.

EQUIMULTIPLOS son dos o mds nimeros que contienen a otros up
mismo numero de veces.

‘ Ejemplos |

14, 24 y 32 son equimiltiplos de 7, 12 y 16, porque el 14 contiene al 7 dos veces, el
24 contiene al 12 dos veces y el 32 contiene al 16 dos veces.

Para hallar dos o mas equimiltiplos de varios ndmeros dados se multiplican éstes
Los productos serén los equimiltiplos de los nimeros dades.

por un misme factor,
Hallar tres nimeros que sean equimiltiplos de 5, 6 v 7.

5X4=20,  6X4=2,  TX4=28
20, 24 y 28 son equimiltiplos de 5, 6 y 7.

EQUIDIVISORES
Dos o mds nimeros son equidivisores de otros cuando estin content
dos en éstos el mismo ndimero de veces.

Ejemplos

5, & y 7 son equidivisores de 20, 24 y 28, porque el 5 estd contenido en el 20 cvr
tro veces, &l & en &l 24 cuatro veces y el 7 en el 28 cuvatro veces.  idir 88108
Para hallar dos o mds equidivisores de olros nimeros dodos baosta dividir

nimeros por un mismo nimero, Los cocienfes serdn los equidivisores.
Hallar tres equidivisores de los ndmeros 50, 80 y %0.

5, B y 7 son equidivisores de 50, B0 y 90.

e

R
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gJERCICIO 76

sCuidntos divisores tiene un nuimero primo?
Digase si los nimeros siguientes son o no
o4, 31, 37, 38, 45, 68, 79, 111, 324.

De los numeros siguientes, decir cudiles e
puestos; 12, 57, 43, 87, 97, 124, 131, 191.
;Cudntos multiplos tiene un nimero?

!}rinlﬂ-ﬁ _'f Pur qué: 13: 171 lgr

primos y cudles son com-

;Cuil es el menor multiplo de un nimero?

Formar cuatro multiplos de cada uno de los nimeros 5, 6, 12 y 13.
Hallar todos los multiplos menores que 100 de los ntmeros 14 y 923.
Hallar los multiplos menores que 400 de los nimeros 45, 56, 72 y 87.
S1 un NUMero s |m'1|tipiﬂ de otro, ¢qué es éste del primero?

;Cuil es el residuo de dividir un nimero entre uno de sus divisores?
{Cudl es el mayor divisor de 784¢? ;Y el menor?

;Son compuestos todos los numeros pares? ¢Son pares todos los nimeros
compuestos?

:Son primos todos los nimeros impares? ¢Son impares todos los nimeros
primos?

Diga cudles son los tres menores nimeros que se pueden afadir a un
nimero par para hacerlo impar.

Diga cuiles son los tres menores nimeros que se deben restar de un
numero par para hacerlo impar.

Diga cudles son los tres numeros menores que sc pueden afadir a un
nimero impar para hacerlo par Yy cuiles se deben rgstar con el mismo

objeto.

Mencione tres partes alicuotas de 45. ¢Es 9 parte alicuota de 45¢
Y 8 y 15¢

Halle cuatro equimiltiplos de los nimeros 8, 12, 14 y 16.
Halle ocho equimiltiplos de 7, 8 9, 10, 11, 13, 24 y 56.

Halle tres equidivisores de 24, 48 y 96.

Halle cinco equidivisores de 120, 240, 560, 780 Y 555-

EY {5



Los principios generales de divisibilidad son una consecuencia del desarrollo que habia Aleanzado la tpgsy
de los nimeros. Los hinddes, por ejemplo, llegaren a conocer la divisibilidad por tres, nueve y slots.

¥ egipcios establecieron la clasificacién de los ndmeros en pares e impares. El genial matemitico frasciy
Blas Pascal (1623-1662), propusoe las reglas para determinar la divisibilidad por cualquisr Admarg,

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES CAPITULO xvu

DE LA DIVISIBILIDAD
(1)

m

l. TEOREMA
Todo niimero que divide a otros varios, divide a su suma.
Sea el nimero 5, que divide a 10, 15 y 20 (hip6tesis). Vamos a pr>
bar que 5 divide a 10 + 15 + 20 = 45, o sea que 10+ 15 + 20 es m. de 5.
En efecto: 10=5x 2; 15=5x3; 20=5x4.
Sumando miembro a miembro estas igualdades, segtn la ley de un*
formidad de la suma, tenemos: 10 +15+20=5x2+5x3+5x4 :
. Sacando el factor comiin 5 en el segundo miembro de estd dlnma
igualdad, tenemos: 10 + 15 + 20 = 5(2 + 3 + 4)
Osea 104+15+20=5x9 ;
lo que nos dice que la suma 10+ 15+ 20, o sea 45, contiene a 5 NUEYE veces;
luego, 5 divide a la suma 10415+ 20, que era lo que queriamos emostral:

DEMOSTRACION GENERAL
% o
Sea el ntmero n que divide a los nimeros a, b y ¢ (hipotesis)- e

a probar que n divide a la suma a + b + c.
cads w0
hacemos €0

(1) Enmumumluprimm.
racidn con nimeros como W"mﬂ“ilumw con Jetrad

| &4

A A

§
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fn efecto: Sea q el cociente de dividir a entre n, ¢’ €l cociente de
Jividir b entre 1 Y 4 el cociente de dividir ¢ entre n.  Como el dividen.
do €5 el I‘fmll.n:l:‘.l del divisor por el cociente, tendremos:

a4 = ng
b=ﬂq’
¢ =nq"

Sumando miembro a _mit;:rnhrn estas igualdades, tenemos:

Sacando n Factor comun:
ﬂ+b+{.‘:n{q+q'+qu}
lo que Nos dice que a + b + ¢ contiene a n un nimero exacto de veces,

g+q + g" veces, 0 sea que n divide a la suma a + b + ¢, que era lo que
queriamos demostrar.

@ Il. TEOREMA
T

odo namero que no divide a otros varios divide a su suma, si la
suma de los residuos que resultan de dividir éstos entre el nimero que
po los divide, es divisible por este numero.

Sea el nimero 7, que no divide a 15, ni a 37, ni a 46, pero el residuo
de dividir 15 entre 7 es 1, el de dividir 37 entre 7 es 2 y el de dividir 46
entre 7 es 4, y la suma de estos residuos, 1+ 2+ 4 =7, es divisible por 7
(hipotesis).

Vamos a probar que 7 divide a 15+ 37 + 46 = 98 (tesis).

En efecto: 1I5=7Tx2+1
T=Tx6+2
de=Tx6+4.

Sumando estas igualdades:
15+3T+46=Tx2+Tx5+Tx6+1+2+4

Sacando factor comian 7:

15+37+4ﬁ—_-7i2+5+ﬁ|+[1+2+4}

Ahora bien, en el segundo miembro, 7 divide a 7 x 13 porque € un
Miltiplo de 7 y divide a 7, porque todo numero s divisible por si mismo;
%9, 7 divide a su suma 15 + 37 + 46 o sea 08, porque segun el teorema
Mierior todo nimero (ue divide a otros divide a su suma, que €ra lo que
iamos demostrar,

;Hmm GEMERAL : o N

a el ndmero n que no divide a los numeros 4, oy tre 1,

r 7 el residuo d:] dividir a enwre n; v el residuo de -"ji;:fll:i;ll:n por R
¢l residug de dividir ¢ entre n y la suma pEDI

hipéres: )
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Vamos a probar que n divi‘dt.' aa-+ -'? +£‘ (tesis),

En efecto: Siendo g tl'f cociente de dividir a entre " g el de it
b entre n y q" el de dividir ¢ entre n, tendremos: Vidiy

a=nq +r

b=ng’'+7

c=nqg"+r"
porque en toda division im:mn:m_ el dividendo es igual al producto gy di
visor por el cociente, mis el residuo,

Sumando miembro a miembro estas igualdades, tenemaos:

atbt+c=ng+ng’+ng”" +r+r 4+

Sacando n factor comun:

atbte=n(g+q' +q")+(r+r +).

Ahora bien: n divide al sumando ni(g + q' + q"') porque este nimery
es multiplo de n y divide al sumando (r + ' + r'*) porque en la hipdtesis
hemos supuesto que la suma de los residuos era divisible por n; luego, s
n divide a estos dos sumandos, tiene que dividir a su suma, que es a+b+e,
porque segin ¢l teorema anterior, todo nimero que divide a varios s
mandos, divide a fu suma. Luego, n divide a a+ b + ¢, que era lo que
queriamos demostrar.,

@m- TEOREMA
Si un nimero divide g todos los sumandos de una suma, menos

uno de ellos, no divide a la suma, y el residuo que se obtiene al ili*if’ir
la suma entre ¢l niumero, es el mismo que se obtiene dividiendo ¢l s
mando no divisible entre dicho niimero.
Sea el nimero 5, que divide a 10 y a 15 pero no divide a 22, siendd
2 ¢l residuo de dividir 22 entre 5 (hipotesis). Vamos a demostrar "1”";'
Mo divide a 10 + 15 + 22 = 47 y que el residuo de dividir 47 entre 5 & %
igual al residuo de dividir 22 entre 5 (tesis),
En efecto: 0=6x2
15=56x3
4 . . = ru
Sumando miembro g miembro estas igualdades, segin la ley st
formidad, Lenemos:
, 104164+ 22=5x24+5x3+5x4+2
Sacando el factor comin en el segundo miembro, tenemos:
e 20+ 16+ 22 = 5(2 4 3 4 4) + 2
0 sea 10+15492=6x94p e que
! psd o nos dice q d

I’ﬁﬂiﬂ ‘:'I:"'““ igualdad demuesira ¢f teorema, pues ella e
AUMero 5 estd contenido en la suma 9 veces, pero no exactament

el

filc -
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hea el vesiduo 2, luego 6 no divide 5 10+ 16 4 29
el residuo de dividir 10 4 15 + 22 enre ¢

L
vidir 92 entre oL

pEMOSTRACION GENERAL

Sea ¢l numero n que divide a a y a p, pero no divide a ¢; sea r ¢
peilduio e (WX 0 o0iTe Y E.IHI".'“"”"}' Vamos a demostrar lilu-' n no di
s e 910y que .rl_ residuo de dividir 1a suma a F b+ e entre n ey
¢ mismo que el de dividir ¢ entre n, o sea & (teile)

Fn electo:  Llamemos q al cociente de
¢ de dividiv b entre n; 4" al cociente de dj
duo de esta division,

Ademds, ¢lly nos dice

que € Agual al residuo de .

dividir a entre n, q° al cocien:
vidir ¢ entre n siendo r el resi.

Tendremos: a = ng
b= ng'
€=ng" +r,

Sumando miembro a miembro estas igualdades, tenemos:

a+b4c= ng +nqg" + ng” +r
osca atbtce=n(g+q +q")+r

y esta dluima igualdad demuestra el teorema, pues ella nos indica que el
numero n no estd contenido en la suma a + b + ¢ un nimero exacto de
veces, pues estid contenido en ella g + ¢' + ¢ veces pero sobra el residuo r;
luego, n no divide a a + b + ¢,

Ademds, ¢lla nos dice que el residuo de dividir a + b + ¢ entre n es r,
que es el mismo residuo que resulta de dividir ¢ entre n. Luego queda
demosirado o que nos proponiamos,

@911 TEOREMA

Lodo numero que divide o otro divide a sus miltiplos.

'iu el namero 5, que divide a 10 (hipotesis), Vamos a probar que
b divide a cualquier multiplo de 10; por ejemplo, a 10 x 4 = 40 [tesis).

En efecto: 10 % 4 = 10 + 10 + 10 + 10,

Ahora bien, 5 divide a todos los sumandos 10 del segundo miembro
POT hi it esis: luego, dividird a su suma que es 10 x4 o sea 40, Eﬂ“‘l“f
Y Un teoremg (238) que dice que todo namero que divide a varios su

i g . hos
2 "dos divide o gy suma; luego, b divide a 40, que era lp que querfan
Momtrar.

PIMOSTRACION GEMERAL
Itl h." nimero u que divide al namero a (hipdtesis). "Jnn:ﬂ; a probar
" dvide & cualquier maltiplo de a, por ejemplo a ab (tesis).

En eleci; M
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ien: ivide a todos los sumandos g ¢
Ahora bien: n {ll'!-"lillt‘. a to o |
v hipotesis; luego, dividiré a su suma, que es ap, pﬂrqﬁunh:? Mieng,,
un

e . imero que divi :
ma (238) que dice s 'LTJU ":': e ‘Ira liy ld? : va?lm “Mnan diy; #
2 su suma; Inego, n divide a ab, que € que queriamps dﬁnmm; Vil | o
|
v. TEOREMA
l'odo numero gue |Ihi|_ln.-1 a otros dos, dit_idi: a su diferene;
Sea el niumero 3, que divide a 18 y a l‘L'_' {hlpéll:sis‘}. Uﬂmc:t;a'
que 3 divide a la diferencia 18 — 12 = 6 (tesis), PObay
En efecto: 18=3xX6
12=38 x 4.
Restando miembro a miembro estas igualdades, tenemaos:
18—12=3%x6—3 x4 Jo
Sacando 3 factor comin en el segundo miembro:
18 — 12 = 3(6 — 4) .
18-12=3x2 v

lo que nos dice que la diferencia 18 — 12, o sea G, contiene a 3 dos vecey,
o sea, que 3 divide a 18 — 12, que era lo que queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GEMNERAL s

Sea el nimero n que divide a a y a b siendo a > b (hipdtesis). Vamos | ..

a probar que n divide a a — b (tesis). I

55 _En efecto: Sea g el cociente de dividir a entre n y q' el cociente de kg

dividir b entre n. Como en toda division exacta el dividendo es igual
producto del divisor por el cociente, tenemos:

a = nq

b =ng' \

; Restando miembro a miembro estas igualdades, segun la ley Lok

ormidad de la resta, Lenemaos: Ty

¢ —b=ng—ng'.

Sacando n factor comin en ¢l segundo miembro: iy

o . a-b=nig-q) act0

que nos dice que la diferencia d= b dontiend &t numeroe ex b

de veces q4-q' v i %
eces; lu ivi ~ - b, qu
que queriamos demmr_rarfgﬂ' n divide a la diferencia a Y

Vi. TEOREMA

s
Tod orenci?
los rmfm“"::fu que no divide a otros dos, divide a 59 iﬂ,,.ulﬂ

M“iﬂ i dos n
€l niimero que ng Jog dh-':: ﬂ ::I:Il::.ﬂiﬂdlr estos
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Sea el !-"'I-n"?_n;r B, que nﬂﬂdi‘r’id'ﬂ | 123 nia 13, pero el residu o
de dividir 28 entre 5 es 3 y el residuo de dividir 13 entre ;15::1;?;1
e {hipﬂl“is}' Vamos a probar que 5 divide a la diferencia 28 — 13 =15
 ftesis)-
En efecto: 28=5X5+3

13=5x2 + 3.

Restando miembro a miembro estas igualdades, tenemos: |
2B—-13=0XH—-5x24+3—3.
gacando 5 factor comin en el segundo miembro:
28 —13=5(5—2) + (3 — 3)
y como 3 — 3 =0, nos queda:
28 — 13 = 5(5 — 2)
osea 28—-13=5x3
lo que nos dice que la diferencia 28 — 13, o sea 15, contiene a 5 tres veces;
luego, 5 divide a la diferencia 28 — 13, que era lo que queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GEMERAL
Sea el numero n que no divide a a ni a b; r el residuo de dividir a |
entre n y b entre n (hipotesis). Vamos a probar que n divide a la dife- |
rencia a — b. |
En efecto: Siendo g el cociente de dividir a entre n y g° el cociente .!
de dividir b entre n, como r es el residuo en ambos casos, tenemos:

a=ﬂq+r
b:ﬂq!*l'f.

Restando estas igualdades:
a—b=ng—nqg +r—r
Ytomo r — r =0, nos queda:
a—b=ng—nq'.

- e .:I:l;._ll. =i 21

"'h'que Nos dice que la clicn:a a — b contiene a n un nimero exacto de
Gy (9~ q') veces o sea que n divide a la diferencia a — b, que era lo que
o demostrar,

VIl. TEOREMA
%o niimero que divide a la suma de dos sumandos y a uno d*.,.,;-

tiene que dividir al otro sumando.

L]

i
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Sea la suma 8 + 10 = 18. El nimero 2 divide a 18 y 5 4, (hi
Vamos a probar que 2 divide a 8 (tesis). 'Pltesiy,

En cfecto: 18 — 10 = 8. 2 divide a 18 y a 10 por hipotesis;
ne que dividir a su d[lr:rluilu.:i:s 8, porque ha?- un teorema (24g)
que todo nimero que divide a oLros dos divide a sy
+ divide a 8, que era lo que queriamos demostrar.,

ll—ltggr Lie.

94 que g
dlfl‘l’fnr,ia; b te

DEMOSTRACION GEMERAL

En la suma a + & =5, el nimero n divide a s y al sumandy , i
sis). Vamos a probar que n divide al otro sumandg § (tesis). I,

En efecto: s —a=b. El ndmero n divide a s y a a por hi
go tiene que dividir a su diferencia & porque hay un teor
(242) que todo numero que divide a otros dos divide a su dif
n divide a b, que era lo que queriamos demaostrar,

Potesis, [y,
€3 que dige
erenci

Cla, |I,.|fg|:,

vill. TEOREMA

Todo nimero que divide a uno de dos sumandos v no divide g
otro, no divide a la suma.

Sea la suma 10+ 13 =23, El nimero 5 divide a 10 ¥ no divide a 13
(hipitesis). Vamos a probar que 5 no divide a 23 (tesis).

En efecto: 23 —10=13. Si 5 dividiera a 23, como 5 divide a 10 (por
hipotesis), tendria que dividir a la dilerencia entre 23 y 10, que es 13, por-
que todo nimero que divide a otros dos divide a su diferencia, pero ¢
imposible que 5 divida a 13, porque va contra lo que hemos supuesto;
luego, 5 no divide a 23.(1)

DEMOSTRACION GEMERAL

Sea lasuma a+ b =5, Fl namero n divide a a y no divide a b (upr
tesis). Vamos a probar que n no divide a s (tesis). R
En efecto: s —a= 0. Si n diviera a s, como n divide a a por hipitesi
tendria que dividir a la diferencia entre s y @ que es b, porgue E“‘!‘] g
mero que divide a otros dos divide a su diferencia, pero es imposible ‘ll:;:
n divida a b porque va contra lo que hemos supucsto, luego n no di
@ 5 que era lo que queriamos demostrar.

IX. TEOREMA e
sl

; . o A 3oy . una div
. Todo nimero que divide al dividendo y al divisor de uni |
mexacta, divide al residuo,

Sea la division 24 L9,
sor 9 (hipotesis), ‘.-’arr[:c

- gl divk
El nimero 3 divide al dividendo 24 ) al

L % a probar que 3 divide al residuo 6 {tw_::}il:l entr
‘E_.n toda division inexacta ¢l residuo por defecto es la diferen
el dividendo ¥ ¢l producto del divisor por el cociente; luege:

f -..:;:..,_::. =¥ £
- il ik . 1

(1) Ese método de demostracion se llama de “reduccién al absurdo”.

e = Wt

T

1
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Ahora bien: En la diferencia anterior 3 divide a 24 Y 2 9 por hipg.

i 3 divide a 9, tuene que dividir a 9-x 2 que es

is- un miltplo de 9
pesis T L e : p e 9.
rque hay un teorema '[2-:!1} que dice que todo nimero que divide a otro
divide a sus multiplos, y si 3 divide al minuendo 23 y al sustraendo 9 x 2

jene l]“‘f 11i1'il{'T a su diferencia que €3 el residuo h, porque todo nimera

ane divide @ Otros dos divide a su diferencia; luego, 3 divide a . que era
|L que queriamos demaostrar,

DEMOSTRACION GENERAL

Sea la tliqt-isiu'm gi_ﬁ, El nimero J'it :.jli\'i:!c- al dividendo D y al divisor d
hipotesis).  Vamos a probar que n divide al residuo R (tesis).

Fn efecto: D—=dc=R.

Ahora bien, en la dilerencia anterior n divide a D y a d por hipitesis.
si n divide a d tiene que dividir a dc porque todo namero que divide a
otro, divide a sus multiplos y si n divide a D y a de tiene que dividir a su
diferencia, que es I, porque todo namero que divide a otros dos, divide
a su diferencia; luego, n divide a R, que era lo que queriamos demostrar,

X. TEOREMA

Todo niimero que divide al divisor y al resto de una division ine-
xacta, divide al dividendo.

Sea la division EE I-Ef El nimero 2 divide al divisor 8 y al residuo
por defecto 4 (hipétesis). Vamos a probar que 2 divide al dividendo 28
(Lesis).

En efecto: En toda division inexacta el dividendo es igual al produc-
to del divisor por el cociente mis el residuo; luego:

28=8x3+4.

Ahora bien, 2 divide a 8 y a 4 por hipdtesis. S1 2 di'ln'ilifril 8, tiene
que dividir a 8 x 3, que €s un multiplo de 8, porque todo nimero que
divide a otro, divide a sus multiplos, y si 2 divide a 8 X 3 y a 4, tiene que
dividir a su suma porque hay un teorema (238) que dice que todo nimero
que divide a otros varios divide a su suma; luego, 2 divide a 25, que €2

o que fqueriamos demostrar.

DEMOSTRACION GEMERAL : 1
Sea la division PLd. Sea el nimero n que divide adya R (hipotesis).

I :
Vamos probar que n divide a D (tesis).

En electo: w

"'.'hF"" bien, n divide a d y a R por hipo
ql‘& dl""dir Fi | d-ﬂ P{“‘q“c ha-’r un LeoTema q“c

|I-"!-'r
-

1y
.
*

tesis. Si n divide a d, tiene .'
dice que todo nimero que
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divide a otro, divide a sus multplos, y si n divide a de¢ Y a R, tiene
vidir a su suma, que es D, porque todo nimero que divide , Que g;

. . Otr.
divide a su suma (238); luego, n divide a D, que era |o que qU:riamt;dm
mosLrar. ﬂl}

» EJERCICIO 77

c'Q“‘; es la suma de un ll'lflll:i!:fﬂ de 5 con otro ITII.'IIL:iPIu de LT {P'II
¢Por qué no puede ser impar la suma de dos nimeros pares Quer
(Qué clase de numero serd la suma de tres nimeros pares? ,por quét
¢Es par o mmpar la suma de dos nimeros impares? sPor qué?
¢deri divisible por § la suma de 17, 21 y 377 ;Por qué?
¢serd divisible por 5 la suma de 9, 11 y 257 :Por qué?
¢deri divisible por 5 la suma de 17, 21 y 36¢ ;Por qué?
¢Seri divisible por 3 la suma de 6, 9 y 117 Por qué?

St un nimero divide al sustraendo y al resto, divide al minuenda, Par
ques

10. Diga, sin efectuar la divisién, cudl ¢s el residuo de dividir la suma de
11, 14 y 21 entre 7. ;Por que?

11. Diga, sin efectuar la division, cudl es el residuo de dividir la suma de
21 y 35 entre 5. ;sPor qué?

00 ND S W e

12. ¢Es par o impar la suma de un nimero par con uno impar? ¢Por qué
13. ¢3 divide a 97 ;Por qué divide a 277
14. ¢Que s la diferencia entre un multiplo de 11 y otro multiplo de 117
Por quér
16. 5i un nimero divide al minuendo y al resto, :divide al sustraendo?
¢Por qué?
16. ¢Divide 7 a 21 y 352 :Dividird a 147 ¢Por qué?
17. ¢ks par o impar la diferencia entre dos nimeros pares? ¢Por qué?
18. (Es divisible por 2 la diferencia de dos nameros impares? ¢Por quet
19. ¢Divide 5 a la diferencia de 132 y 2672 ¢Por qué? , ,
20. ¢Es divisible por 2 la diferencia entre un numero par y uno impar 1
iPor qué?
21 ¢Divide 3 a 1D y 217 dDividird a 407 ¢Por qué? : !
22. Si un nimero divide al sustraendo y no divide al resto, gdivide al ™
nuendo? ;Por ué?
23. (Qué clase de nimero es el residuc de la division de dos nimeros pare |
si les hay? ;Por quéy f [
24. Si el dividor y el resto de una division inexacta son mdltiplos de 5: &°
ha de ser el dividengde Por quér n
. r“id".“ de Ii, division de 84 entre 9 es 3. Diga sin efectuar la divis!
seudl serd ¢l residun de dividiv 168 entre 28: 28 entre 3. qllf?
26. 1Qué clase de nimeros son Jos miltiplos de los nimeros pares? {PO"
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Euclides, hacia el 300 A. C., demostrd en sus "Elementos", los tearemas basicos de la divisibllidad de los

samercs enleros, lo gue permitié a Gauss en 1801, deducir 8l teorema lundamenial do la Aritmétics, Mas larde,

alrededor de 1875, ol matematico aleman Dedekind (181 -A%E), lHlavd a cabo la generalizacién de los caracterss
de divisibilidad, extendiéndolos a los nimeros racionales v & los idealas.
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48| CARACTERES DE DIVISIBILIDAD son ciertas sefiales de los nimeros
\H— ; : & o f - i

:Il,l_{_‘ nos I}{"'I miten conocer, P'"" SII]‘I:I'-'I;‘ |I|ﬁi'l|.'l,'|'|.l.'§|'“, 51 LI NMUMers 3 'd-l_-
visible por otro.

249) DIVISIBILIDAD POR LAS POTENCIAS DE 10
~ Sabemos (178) que para divadir un numero ermina- r
i de ceros, se suprimen 850 + 10 = 83
12500 + 100 = 185
185000 + 1000 = 18, elcC.

i . -
40 €N ceros por la umdad !i-i:glll'-l-"

Pafien a la unidad, y lo que queda es el cociente exac
W.  Asi;

10 cuando termina en cero, pot

Luego, un ni divisible por :

:Wr suprimiendo este cero queda '“"i“:‘l”_' |:"l‘ 10 ' 10
'Nte exacto., Asi 70, 180 y 1560 son divisibles por %

Un nimera - dit'ilih];t o 10 lﬂ'ﬂl ,l-.unlll_‘lﬂ ll:'I‘I.'mIllI:I: bt
Porque swiprimiendo estos ceros queda dividido por 100 }Imr ]:HJ'.
el cociente exacto. Asi BO0; 1400 y 13700 son I.I.h'l.slhl-ll".f :. L tres GHOR

Un némero e divisible por 10° - 1000 cuando H";::‘:II.I. ]l:-lhllﬂ'r‘ e
PO 10% = 10000 cuando termina en cuatro ceros: pat E

dos ceros
uﬂ'lﬂ

173
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termina en cinco ceros, etc. Asl, 8000 es divisible por 1000; 3 ,
visible por 10000; 800000 €5 divisible por 100000, etc, 50000 ¢ di |
En general, todo numero terminado en ceros-es divisible o

POr la yp;. 4

dad seguida de tantos Ceros COMO CETOS haya a la derecha del Nimerq !

DIVISIBILIDAD POR &

ﬂﬂ
TEOREMA

Un nimero es divisible por 2 cuando termina en cero o cifra par. ¥

1) Que el nimero termine en cero. Sea, por ejemplo, el niimer, W0, .
40 es divisible por 10 porque termina en cero y 10 es divisible por 2. p,

ra bien, si 2 divide a 10, tiene que dividir a 40, que es muiltiplo de 1 e
porque todo numero que divide a otro, divide a sus multiplos, : 1
2} Que el nimero termine en cifra par. Sea, por ejemplo, el niime. I
ro 86. Descomponiendo este nimero en decenas y u.aidades, tenemes: r
86 = 80 + 6. L
En la suma anterior, 2 divide a 80 porque termina €n cero y también ”
divide a 6 porque todo nimero par es divisible por 2; luego, si 2 divide a
80 y a 6, dividird a su suma 86, porque todo nimero que divide a varios
sumandos divide a su suma (238). N
3) Que el nimero no termine en cero ni en cifra par. En este caso |:
¢l ndmero termina en cifra impar y no es divisible por 2. P
Sea, por ejemplo, 97 =90 + 7. 2 divide a 90, pero no a 7; luego, no 3
divide a su suma, que es 97, porque hay un teorema que dice que si un
numero divide a un sumando y no divide al otro, no divide a la suma (245) k
~_ Ademis, el residuo de dividir el nimero entre 2 es el que se obtiene L
dividiendo por 2 la cifra de las unidades (240). Este residuo, cuando exis
te, siempre es 1.
DIVISIBILIDAD POR 5 .
4
TEOREMA :
Un nimero es divisible por 5 cuando termina en cero o cinco.
1) Que el nimero termine en cero. Sea, por ejemplo, el numere iy X

70 s divisible por 10 porque termina en cero, y 10 es divisible por PT:
que lo contiene 2 veces, Ahora bien, si 5 divide a 10, dividird a 70, 4

es maltiplo de 10, porque todo numero que divide a otro, divide 3 i
multiplos.
2{1 Que el “'-'"flﬂu termine en cinco.  Sea, por chmFl"'"* el ::::;:
ro 145.  Descomponiendo este nimero en decenas y unidades, tend
145 = 14

. i o O
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En la suma anterior, 5 divide a 14¢ por
bién divide a 5 }mr{!nu_ulu;i? numero es dijy;
ol 5 divide a 140 y a 5, dividird a su suma, qu
que divide a varios sumandos, divide a la s,

que termina en cerg, Y tam.
sible por sj mismo; luego, si

€ €5 145, porque todo nimerg
ma,

3) Que el numero no termine en cerp nj cinco.
mero no es divisible por 5.

Sea, por ejemplo, 88 =80+ 8. 5 divid
divide a 88, porque si un nimero divide 3
no divide a la suma.

Ademis, el residuo de dividir el niimero entre 5 es el que se obtiene
dividiendo entre 5 la cifra de las unidades (240). Asi, el residuo de dividir
88 entre 3 €5 €l que se obtiene dividiendo § entre 3, o sea, 3.

En este caso e] ny

€ a 80, pero no a 8: luego, no
un sumando y no divide al otro,

DIVISIBILIDAD POR 4

@ TEOREMA

Un numero es divisible por 4 cuando sus dos dltimas cifras de la de.
recha son ceros o forman un miltiplo de cuatro.

1) Que las dos ultimas cifras de la derecha sean ceros. Sea, por ejem-
plo, el nimero 600. 600 es divisible por 100 porque termina en dos ceros,
¥ 100 es divisible por 4 porque lo contiene 25 veces; luego, si 4 divide
2 100, dividird a 600, que es multiplo de 100, porque todo nimero que
{ divide a otro, divide a sus multiplos.

- o =

Ej 2) Que las dos ultimas cifras de la derecha formen un multiplo de 4.
ﬁ %3, por ejemplo, el numero 416. Descomponiendo este nimero en cen-
F “nas y unidades, tendremos:

& 416 = 400 + 16.

4

En la suma anterior, 4 divide a 400 porque termina en dos ceroh, ¥
a 16 poT SI.IPUEiEi[.]lﬂ, porque hemos supuesto que las dos lHHITIEE cifras
forman up multiplo de 4; luego, si el 4 divide a 400 y a 16, dividird a su
Huma, que es 416, porgue si un nimero divide a varios sumandos, divide
212 sumg,

i formen
- ) Que las dos Gltimas cifras de la ‘I"i:rdm ": i
Miltiplo de 4. El nimero no es divisible por 4. a 14;
] Sea, por ejemplo, 314 = 300 + 14. 4 diw::le a 300, ;Ij::.r?:kn:un i
I.Itgﬁ,’ Ties d”ﬂ"df 2 SuU sumai 314' ]-er{lut I‘_{_"'_Iﬂ Murmero q“f
' ¥ no divide al otro no divide a la suma. btiene
diy; Adems, +|:Ir ruidu:; rde dividir el nimero entre 4 es €l c?fl:':::l: la de-
Widiendo engre 1 el niamero que forman las g MHT::uidun de dividir
14 1240).  Asi, el residuo de dividir 314 entre 4 es €
mtl’t 4' L4 !'EI, Er
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DIVISIBILIDAD POR 25

@ TEOREMA

Un nimero es divisible por 26 cuando sus dos tltimag

derecha son ceros o forman un miltiplo de 26. Cifras de |,

1) Que las dos iltimas cifras de la derecha sean ceros. Sea, e
plo, el nimero 800. 800 es divisible por 100 porque terming R :lrm-
y 100 es divisible por 25 porque lo contiene 4 veces; luego, si o i
a 100, dividird a 800, que es miltiplo de 100, porque todo nimerq “::;ft |
vide a otro, divide a sus multiplos. L

4) Que las dos altimas cifras de la derecha formen un miiltiplo de 95, F
Sea, por ejemplo, el nimero 650. Descomponiendo este nimero en cente
nas y unidades, tendremos: L )

650 = 600 + 50, E

En la suma anterior, 25 divide a 600 porque termina en dos ceros, y I
divide a 50 por suposicion, porgque hemos supuesto que las dos dltimas
cifras forman un miltiplo de 25. Luego, si el 25 divide a 600 y a 50, di
vidird a su suma, que es 630, porque todo nimero que divide a varios

sumandos divide a la suma. j
3) Que las dos tltimas cifras de la derecha no sean ceros ni formen :E
un miltiplo de 25. El nimero no es divisible por 25.
Sea, por ejemplo, B34 = 800 + 84, 25 divide a 800, pero no a 34; lue .

g0, no divide a la suma, porque si un nimero divide a un sumando y 10
divide al otro, no divide a la suma. o
__ Ademis, el residuo de dividir el nimero entre 25 es el que resulta de n
dl"-’"l“' el numero que forman las dos Gltimas cifras entre 25. Asf, ¢l 1© | 3
siduo de dividir 834 entre 25 es el de dividir 34 entre 25, o sea, 9. iy

DIVISIBILIDAD POR § i||

der Un nimero e divisible por 8 cuando sus tres ultimas cifras de B
echa son ceros o forman un miltiplo de 8. | i

I 1? Q,“'-' las tres dltimas cifras de la derecha sean ceros.  Sea, pOT :Fﬂ:s. I ih
f:jc::.: "l:ri:"ﬂ'" 5!”{“: b00 es divisible por 1000 porque termina €t tll 'ﬂ\
¥ 1000 es divisible por g porque lo contiene 125 veces; uego: * :

divide a 1000, dividirs al o
que divide a otro, divide a ;u?u::E:l?;:jul:iplu il
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7) Que las tres ultimas cifras de la derecha formen un miltiplo de g
e

I r:]f:!"f’"“- el nimero 6512, D{"-“'ﬂmp{mifndu St :
3 me
nidades, tendremos: TO en mi-

6512 = 6000 + 512.

Sea, P
|lares yu

En la suma anterior, 8 divide a 6000 porque termina en tres ceros
a 519, E'.l{"' ﬁlllﬁﬂﬁtl'l”“' P[JI’('[]{‘ }1-:1'1!'!1{}5. Supufﬁtu que el ﬂﬂmtTﬂ f[:ll‘l'l'lajd.;
- las tres ultimas cifras es :rn[ﬂtiplﬁ de &: [uegn_ si el 8 divide a 6000

=12 dividira : : 2 151 : : i
v a 512, dividira a su_s_um’t. que es 6512, porque si un nimero divide a
wodos los sumandos, divide a la suma.

3) Que las tres altimas cifras no sean ceros ni formen un mudld-
plo de 8. El nimero no es divisible por 8.

Sea, por ejemplo, 7124 = 7000 + 124. 8 divide a 7000, pero no a 124;
uego, no divide a la suma 7124, porque si un nimero divide a un suman-
do y no divide al otro, no divide a la suma.

Ademas, el residuo de dividir el nimero entre 8 es el que resulta de
dividir el nimero que forman las tres tltimas cifras de la derecha entre 8.
Asi, el residuo de dividir 7124 entre 8 es el de dividir 124 entre 8, o sea, 4.

DIVISIBILIDAD POR 125

@ TEOREMA

Un niimero es divisible por 126 cuando sus tres ultimas cifras de la
derecha son ceros o forman un multiplo de 125.

i) Que las tres ultimas cifras de la derecha sean ceros. Sea, por
ejemplo, el nimero 8000. 8000 es divisible por 1000 porque termina €n

res ceros, y 1000 es divisible por 125 porque lo contiene 8 veces; luego, si
125 divide a 1000, dividird a 8000, que s miltiplo de 1000, porque todo

numero que divide a otro, divide a sus multiplos.

2) Que las tres Gltimas cifras de la derecha formen un miltiplo
de 125, Sea, por ejemplo, el numero 4250, De:smmpumendu este NUMEro
N millares y unidades, tendremos:

E . termina en tres ceros, a
N esta suma, 125 divide a 4000 porque y 2 250, dividird a su

¢ POT suposicidm; luego, si el 125 divide a 4000 ) _
% que ey 4250, p-urqu todo namero que divide a varios sumandos di
'ufj'd-t a h suma.

u 4 Que las tres Gltimas cifras de la IIII:‘I'F:'I:['I.-I no sean
g mﬁhiPh de 126. El nimero no cs divisible por 125.

CerTns ni formen
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Sea, por ejemplo, 8156 = 8000 + 156. 125 divide a 800y, perg
156; luego, no divide a su suma, porque si un nimero divide g urlﬂi
mando y no divide al otro, no divide a la suma, N

Ademis, el residuo de dividir el nimero entre 125 es ¢] g, divid;
el nimero que forman las tres iltimas cifras de la derecha engre 125“‘1“

Asi, el residuo de dividir 8156 entre 125 es el de dividir 156 I"'lh'ie

125, o sea, 31.

piIVISIBILIDAD POR 3

LEMA PRIMERO

La unidad, seguida de cualquier niimero de ceros, es igual a un mg)
tiplo de 3 mis la unidad.

En efecto: 0= 3xX3+1=m. de 3+1.
10= 33x3+1=m. de 3+ 1.

1000= 333 x3+1=m. de 341.

10000 =3333 x34+1=m. de 34 1.

LEMA SEGUNDO

Una cifra significativa, seguida de cualquier niumero de ceros, es igual
a un multiplo de 3 mas la misma cifra,

En efecto:
A=10x2=(m. de 3+1)x2=(m. de ) x2+1x2=m de 3+2
WO=10x5=(mded+1)x5=(mded)x5+1x5=m ded+s
6000 = 1000 X 6 = (m. de 3+ 1) x 6 =(m. de 3) x 6 + 1 X 6=m. de 3+6

TEOREMA

Todo nimero entero es igual a un miltiplo de 3 mas la suma de e
valores absolutos de sus cifras,

Sea un nimero entero cualquiera; por ejemplo, 1356.
Vamos a demostrar que

1356 =m. de 34 (1+ 345+ 6)=m. de 3+ 15

L] X i 1 w
En efecto: Descomponiendo este nimero en sus unidades de A

orden, tendremos:

Aplicando los lemas anteriores, tendremos:
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gumando ordenadamente estas igualdades, tendremos:
1456 =m. de 34+ (14+34+5+ 6)
ﬂ sf_"ﬂ. 1355 = m! dE 3 + 15,

que era lo que queriamos demostrar,

@cunmmm

& . " m m
Un niimero es divisible por 3 cuando la suma de los valores absolu-
ws de sus cilras es multiplo de 3.

En efecto: Segun el teorema anterior, todo nimero entero es igual
3 un multiplo de 3 mas la suma de los valores absolutos de sus cifras.

Luego, si la suma de los valores absolutos de las cifras de un nimero
e multplo, de 3, dicho numero se puede descomponer en dos sumandos:
uno m. de 3, que evidentemente es divisible por 3, y el otro, la suma de
los valores absolutos de sus cifras, que también es multiplo de 3; y si los
dos sumandos son divisibles por 3, su suma, que serd el numero dado,
ambién sera divisible por 3, porque hay un teorema que dice que todo
namero gue divide a varios sumandos también divide a la suma.

Asi, por ejemplo, el nimero 4575 serd divisible por 3 porque la suma
de los valores absolutos de sus cifras, 4 + 5+ 7 + 5 = 21, es un muluplo de 3.

En efecto: Segun el teorema anterior, 4375 = m. de 3 + 21,

El sumando m. de 3, evidentemente, cs divisible por 3, y el otro su-
mando, 21, que es la suma de los valores absolutos de las cifras de 4575,
también es divisible por 3. Lucgo, si el 3 divide a los dos sumandos, tie-
ne que dividir a su suma, que ¢s 4575, porque todo nimero que divide
2 otros varios tiene que dividir a su suma.

ESCoLIO

% la suma de los valores absolutos de las cifras de un numero no es
miltiplo de 3, dicho naimero no es divisible por 3.

Asi, por ejemplo, ¢l numero 9849 no s divisible por 3, porque la suma
de los valores ahsolutos de sus cifras, 9+ 8+ ) = 26, no es multiplo de 3.

En efecto: Sabemos gue 983 = m. de 3 + 26.

El sumando m. de 3, evidentemente, €3 divisible por 3, pero el otro
Wmando, 26, que es la suma de los valores absolutos, no cs divisible por J
!'."-'Hﬂ, la suma de esos dos sumandos, que €s el numero 989, no serd .d'.'“'
uble por 3, porque hay un teorema que dice que si un numero divide
A una de dos sumandos y no divide al otro, tampoco divide a la suma.

Ademis, en este caso, ¢l residuo de dividir ¢l nimero entre § €5 el
Gue se obtiene dividiendo entre 3 la suma de los valores absolutos de sus
Cifras, Asi, ¢l residuo de dividir 880 entrc 1 es el que resulta de dividir

849 =26 entre 3, 0 sca, 2.
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DIVISIBILIDAD POR 9 é

@ La divisibilidad por 9 se demuestra de modo andlogo a | divisbi:. 13
dad por 3, pero poniendo nueve donde diga tres; asq que fﬂnst:] ili.
los dos lemas, el teorema y el corolario siguientes; de

LEMA PRIMERO. La unidad seguida de cual

quier niimerg
ros es igual a un miltiplo de 9 mas la unidad. de ce.

I s e

LEMA SEGUNDO. Una cifra significativa seguida de cualquier ng. |
mero de ceros es igual a un multiplo de 9 mas la misma cify

TEOREMA. Todo nimero entero es igual a un multiplo de g my, |
la suma de los valores absolutos de sus cifras.

COROLARIO. Un nimero es divisible por 9 cuando la sumg de
los valores absolutos de sus cifras es multiplo de 8.

Las demostraciones son andlogas a las de la divisibilidad por 3. :i
Ademas, el residuo de dividir un nimero entre 9 es el que se obtie-
ne dividiendo entre 9 la suma de los valores absolutos de sus cifras, |

DIVISIBILIDAD POR 11 |

LEMA PRIMERO

La unidad, seguida de un numero par de ceros, es igual a un muld-
plo de 11 mias la unidad.

En efecto:
lmli_ 100=11x4%+1=m. de 11+ 1.
1 9
1"”‘1‘3& 10000 =909 x 11 + 1 =m. de 11 + 1.
100 909
1

LEMA SEGUNDO

~ La unidad, seguida de un nimero impar de ceros, es igual a un -
tiplo de 11 menos la unidad,

En efecto:
1”':1]—1:[;1_ e 11=1. :
1Uﬁ.1él L!ﬂl}_ 1000=11290+10=m. de 11+10=m. de 11+11=1=1m. de 11

=],
100000 |11 100000=11%90904 10=m. de 11+10=m. de 11+11-1=m. de 1!
1mm H090
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LEM-"'* TERCERO
Una cifra significativa, seguida de un ntmero par de ceros

‘rr.l'-ﬂl"a'._TEFtEf_-. OF DIVISIRILIDAD . I-Ell

a un ml'||ti|'|ln de 11 mas la misma cifra, s igual

En clecto:

$00=100x4=(m. de 11+1)x4=(m. de 11)x4+1x4=m. de 11+ 4
60000 = 10000 X 6=(m. de 11 +1) % 6 =(m. de 1} *6+1x6=m. de 11+8

LEMA CUARTO

Una cifra significativa, seguida de un nimero impar de ceros, es
igual a un miultiplo de 11 menos la misma cifra,
En efecto:
W=10x9=(m. de 11—1)x9=(m. de 11) X9 —-1x9=m. de 11—9.
4000 =1000 x 4=(m. de 11—=1)xX4=(m. de 11)x4—-1x4=m. de 11 —4

TEOREMA

Todo nimero entero es igual a un multiplo de 11 mas la diferencia
entre la suma de los valores absolutos de sus cifras de lugar impar y la
suma de los valores absolutos de sus cifras de lugar par, contando de de-
recha a izquierda.

Sea, por ejemplo, el nimero 13947. Vamos a demostrar que

En efecto: Descomponiendo este nimero en sus unidades de distinto
orden, tendremos:

13947 = 10000 + 3000 + 900 + 40+ 7.
10000 =m. de 11 +1
3000 =m. de 11 -3
900 = m. de 11+9
=m. de 11 —4%
T=1

Aplicando los lemas anteriores, tendremos:

Sumando ordenadamente estas igualdades:
13947 = m. de 11 +[{7+9+1}—(4+3J]=m. de 11 4 (17 = 10)
g ]ﬂ!ﬂ'=m; de 11 + 10

ue era lo que queriamos demostrar

Un nimero es divisible por 11 cuando la diferencia enlred:nl ;un:
de los valores absolutos de sus cifras de Jugar impar y La mr_n.:d‘ i g
lores absolutos de sus cifras de lugar par, de derecha a izguierda,
® miltiplo de 11.
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1) Que la diferencia entre la suma de los valores absoluggs
cifras de lugar impar y la suma de los valores absolutos de las cilras 4
lugar par sea cero.

Sea, por ejemplo, el nimero 4763, en el cual tenemos

B+ —-(6+4)=10—-10=0.

Vamos a demostrar que este numera es divisible por 11.
En efecto: S{“gl:]:[] el teorema anterior, tenemos:
4763 =m. de 11 +[(3+T7) —(6+4)] =m. de 11 +0
0 sea 4763 = m. de 11.

2 ) Que la diferencia entre la suma de los valores absolutos de la
cifras de lugar impar y la suma de los valores absolutos de las cifras de
lugar par sea multiplo de 11.

Sea, por ejemplo, el numero 93819, en el cual tenemos:

(9+84+9—-(1+3)=26—4=22=m. de 11

Vamos a demostrar que este nimero es divisible por 11.
En efecto: Sabemos que

93819=m. de 11 +[(9+8+9)—(1+3)]=m. de 11+ (26— 4),
o sea, 93819 = m. de 11 + 22.

Aqui vemos que el nimero 93819 es la suma de dos sumandos que son
m. de 11 y 22. Uno de ellos. m. de 11, evidentemente es divisible por 11,
y €l otro sunando, 22, que es la diferencia entre la suma de los valores ab-
solutos de las cifras de lugar impar y la suma de los valores absolutos de
las cifras de lugar par, también es multiplo de 11; luego, si el 11 divide
a los dos sumandos, tiene que dividir a su suma, que es el numero 9:3:'::”.
porgue hay un teorema que dice que si un niumero divide a otros varos,
también divide a su suma.

OBSERVACION

Si la diferencia entre la suma de los valores absolutos de las cifras de
lugar impar y la suma de los valores absolutos de las cifras de lugar par
de un nimero no es cero ni miltiplo de 11, dicho nimero no € mulu-
plo de 11,

Sea, por ejemplo, el nimero 5439, en el cual tendremos:

(9+4)-(B+5 =13—-8=5.

Sabemos que

0439 = m. de 11 + [(9 + 4) — (3 + 5)]

o sea, 5439 = m. de 11+ 5.
| otrd

El sumando m. de 11, evidentemente, es divisible por 11, pero © ik
sumando, 5, no lo es; luego, su suma, que es el nimero 5439, tam
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ible por 11, porque todo nimero que divide a un
divide al otro, tampoco divide a la suma

Ademis, en este caso, el residuo de dividir e nimero entre 11 es e}

4 se obtiene dividiendo entre 11 la diferencia entre la suma de los \r:

absolutos de las cifras de lugar impar y Ia
t;:':?m de las cifras de lugar par. ¥ 1a suma de los valores ab.

Asi, el residuo de dividir 1829 entre 11 es e
g+ 8)—(2+ 1) = 14 entre 11, o sea, 3.

si la suma de las cifras de lugar impar es menor que la suma de las
cifras de lugar par, se aumenta la primera en el miltiplo de 11 necesario
para que la substraccion sea posible. Ello no hace variar el residuo.

Asi, quiero saber cudl es el residuo de la division de 8291 entre 11.
Tengo: (1+ 2)— (9 + 5}:. 4—=17. Como no puedo restar, afiado al 3 el
maltiplo de 11 que necesito para que la resta sea posible, en este caso 22,
y tengo: (3 + 22) = 17 =235 — 17 = 8. El residuo de 8291 entre 1] es 8.

div o de dos sumandas

no

que resulta de dividir

DIVISIEILIDAD POR 7

Un mimero es divisible por 7 cuando separando la primera cifra de
la derecha, multiplicandola por 2, restando este producto de lo que queda
a la izquierda y asi sucesivamente, da cero o multiplo de 7.

f EjEmpIﬂ‘.i I
' 205'8 % 2 =14

- 14
(1) Paro seber si el nimero 2058 es di- 189 x2=18 9o cero, luego 3058 es
visible por 7, haremos lo siguiente: —18 divisible por 7.
0
240" x2=12
i de 7, lu
(2) Averi o R da miltiplo de 7, luege
e:“:l?-:s?ll:t:l !; n::lf:uf“? _ﬁa X2=16 2401 es divisible por 7
07
51 x2=2
-
(3) Averi ; = T no da 0 ni miltiple de 7, luego
;ﬁlﬂ:ﬁiﬁ;,i ;i li? X2=14 571 no es divisible por g
g ?
lo
% o producto de I primera cilra da la derecho por 2 o se pueds reslar de 2
e queda g lg izquierda, se invierten los términos de lo resta. s &l
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DIVISIBILIDAD POR 13
Un nimero es divisible por 13 cuando, separando a prim i
la derecha, multiplicindola por 9, restando este producto de ]n‘?u:lm
a la izquierda y asi sucesivamente, da cero o multiplo de 13, Jueds

Ejemplos :

(1) Averiguar si el nimero

I x9=9 da cero, ly
1456 es miltiplo de 13.  _ g ego 145

es divisible por 13

0
_ | 19'5 X 9 = 45
(2) Averiguar si 195 — 45 da 26, que es miltiplo de 13,
es divisible por 13. 7Y luego 175 es divisible por 13,
2139 x9=81
- 8l
B ) Averiguor si 2139, 132 % 9 =18 da 5, luego 2139 no
es divisible por 13. —-18 es divisible por 13.
5

@ DIVISIEILIDAD POR 17

Un nimero es divisible por 17 cuando, separando la primera cifra de
la derecha, multiplicindola por B, restando este producto de lo que queda
a la izquierda y asi sucesivamente, da cero o miltiplo de 17.

Eie
| Ejemplos | e

- 10
(1) Averiguar si el nime- 204 3 5 = da cero, luego 2142
2182 esm de 17. _NAXSSH L divisible por V.
0
T4 5=20
2) Averiguar si 3524 ___._m da 23, luego 3524 no
es m. de 17.- 2x5=10 es divisible por 17.
- 10
23

DIVISIBILIDAD POR 19

2 o de
Un nimero es divisible por 19 cuando, separando la primera cifra
la derecha, multiplicindola por 17, restando este producto de lo que 9"
da a la izquierda y asi sucesivamente, da cero o multiplo de 18.
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171 x17=17

(1) Averiguar si 171 - 17 da cero, |
es divisible por 19 o 171 es m. -;I:EIE;

1501 X 17 =17

- 17
(2) Averiguar 1IN 7= 5] da 38, que es m. de 19, lue-
si 1501 es m. de 19, ] go 1501 es divisible por 19,

38

DIVISIBILIDAD POR NUMEROS COMPUESTOS

>

10.
11.

12,
13.

It}

Véase numero 207,

EJERCICIO 78

¢Por cudles de los nameros 2, 3, 4, 5 son divisibles 84, 375, 1367

(Por cudles de los ndmeros 2, 3, 4, 5, 11 y 25 son divisibles 175, 132,
163, 1893, 12344, 12133¢

(Por cuales de los nimeros 8, 125, 11 y 13 son divisibles 8998, 1375, 7512,
H192¢

¢Por cuiles de los ndmeros 7, 11, 13, 17 ¥y 19 son divisibles 91, 253, 169,

187, 200, 34573, 2227, 28697

|]ig.ij. e 5|'||1]_:Er: in:-.ju:r_':_‘i{’m, cudl es el residuo de dividir 85 entre 2; 128

entre 5, 215 entre 4; 586 entre 25; 1046 entre 8.

Diga, por simple inspeccion, cuil es ¢l residuo de dividir 95 Entre 3
1246 entre 3; 456780 entre 3; 986547 entre 9; 2345 entre 11; 93758 entre
11 7234 emtre 11; 928191 entre 11.

Diga cudl es la menor cifra que debe anadirse al numero 124 para que
resulte un namero de ¢4 cifras maluplo de 3.

Diga qué tres cifras distintas pueden afadirse al numero 562 para formar
un multiplo de 3 de 4 cifras,

Diga qué cifra debe suprimirse en 837 para que resulte un nimero de
thin :'rljr:ﬂ midltiplo de 3.

Diga qué cifra debe anadirse a la derecha de 3264 para que resulte un
l'l"lmti[alfu de 11 de cineo cilras.

Fara hallay ¢l mayor mdltiple de 4 contenido en 7345, fen cudnto se
el disminuir este namero?

Diga cusl es ¢l mayor maltiplo de 9 contenide en 7276,

Para hallar el mayor maltiplo de 11 contenido en 2738, ¢en cudnto se
ehe disminuir este lIlfIII'IEI'[.IJ :

il ey Ia dilerencia entre K71 ¥ el mayor miltiplo de 9 contenido en ¢l?
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PRUEBA DE LAS OPERACIONES FUNDAMEMTALES
POR LOS CARACTERES DE DIVISIBILIDAD

@ Los caracteres de divisibilidad, principalmente POT 9 ¥ por 11, se ani
can a la prueba de las operaciones Fundamentales, m“stilujlftnd?ﬁt.
0

que se llama prueba del 8 y prueba del 11,

Para ello hay que tener presente que el residuo de dividjr
ro entre 8 se obtiene dividiendo entre 9 la suma de los valores absolutog
de las cifras del nimero y que el residuo de dividir un nimerg entre 11
se obtiene dividiendo entre 11 la diferencia entre la suma de log valores
absolutos de las cifras de lugar impar y la suma de los valores absolutos
de las cifras de lugar par del niimero.

En la prictica, para hallar el residuo de dividir un nimero entre g
o exceso sobre 9 del nimero, se suma cada cifra con la siguiente, restan.
do 9 cada vez que la suma sea 9 o mayor que 9, y si alguna cifra del ng.
mero es 9, no se tiene en cuenta.

Asi, para hallar el residuo de dividir 64975 entre 9, diremos: 6 y 4, 10;
menos 9, 1; 1y 7, 8 (el 9 no se toma en cuenta); 8 y 5, 13; menos 9, 4. El
residuo de dividir el nimero entre 9 es 4.

un nime.

I. SUMA

PRUEBA DEL 9

Se halla el residuo entre 9 de cada sumando; el residuo entre 9 de la
suma de estos residuos tiene que ser igual, si la operacion esti correc
ta, al residuo entre ® de la suma total.

Dperacidn Pricka

| Ejemplﬂ I 2345 Residuo entre 9 de 2345, ... ........c.. 5
¥ ?EE& a I [T ] ?-Eﬂﬁ ............... 5

138757 ar I [TIT] L1 s N S 8

Sumo de estos residuos. .. .....ocv v Ao

148428 Residuo de esta suma entre 9........c00--

Residuo de la suma 148428 entre 9....... 0

PRUEBA DEL 11

El procedimiento es semejante. Asi, en el ejemplo anterior, tem
dremos:

Eu-:rduu-uﬂlml'l de 2345, (5+3)—(44+2)=8=-4=12
Residuo entre 11 de 7286 (64+2)—(84+7)=8B—15
! = B4 11)=15=4,
Residuo entre 11 de 138797 (7474 3)—(9+8+4+1)=17—18
= (I7F+1)=18=10.
hm d. “*m r'idm ----- AR FRR R N R R R LR .Ig

Eﬂ'!dundi asta suma entre 11 . ,........ T R e T e bannssans
Residuo de lo suma 148428 entre 11, ...

{
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@EJ minuendo de una resta es la suma de dos sumandos que son el
astracndo y la diferencia.  Por tanto, podemos aplicar, para probar

resta, la regla dada para probar la suma, considerando como sumand

1a “ :
ystraendo ) la diferencia y como suma total el minuende

el §
PRUEBA DEL 9

@ se halla el residuo entre 8 del sustraendo y de la diferencia; el residuo
entre 9 de la suma de estos residuos tiene que ser igual, si la opera-
cion esta correcta, al residuo entre 9 del minuendo,

FE mptﬂ Operacion Prushka
IE
__I 75462 Residuo entre 9 de 61034, .............. 5

r 61&34 r #a [T 1“2& ................ I
e Sumode estos residuos ... .....ooiiniien B
14428 Residuo entre Pde 6. ...... ..ovvivininnns &

Residuo entre 9 de 75482, .. .............. &

PRUEBA DEL 11

El procedimiento es semejante.  Asi, en el ejemplo anterior, se
tendri:

Residuo entre 11 de 61034........... [(4+8)—[3+1)=10—4=68
Residuo entre 11 de 14428....... B+ 41)=(24+4)=13=6=7
Suma de estos residuos. .. ..ocvaueies is 0o T M PR A 1

Residuo entre 11 de 13, . o ovcviivesinopososvosninbsssns 3—-1=2
Residuo enire 11 de 75462....... R+4+71—-+3=13-1=1

WL MULTIPLICACION

PRUEBA DEL 9

Se halla el residuo entre 9 del multiplicando y _dcl mutup!n:_:dnr; e!

tesiduo entre 9 del producto de estos residuos tienc que sex igual, si
Operacion estd correcta, al residuo entre 9 del producto total.

Ej’EmPlo Crparacitn Pruehs
184 Residuo de 186 entre 9..... iy o &
» 354 Residuo de 354 entre @........co00ann 3
d— Frn-ducluﬁrn;tn; rilninidum Ig
744 anlre T8 e sl
5;:: mE:: antre 9 del producto 65844 ... 0

45B44
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Eﬂlnpf&ﬂicnlaap#uci&nmhdilpmnnmniﬁmﬂ
continuocibn;

Retiduo de 184

Residuo de & % 3

Residuc de 354 I
PRUEBA DEL 11 i
&TE} En el ejemplo anterior se tendri:
Besiduo entre 1] de 186.............. {ﬁ+|]—5=?-3={?+i”_!=tﬁ
Residuo entre 11 da 354 ..........cvvvviuunn. 443 =5=7-5=9 :
Producio de estos residuos. .. ......cocviviviiiviisinessvsvnsssssensonns. .o
Residuo enfre 1] de este producto. .................. 0=2=(0+1)=-2=9%
Residuo entre 11 del producio 65844, ... ., .. (A+B+8)—[4+5=18-9=%
Y. DIVISION

"i-_'fj) Como el dividendo de una divisidn exacta es el producto de dos fac
" tores que son ¢l divisor y el cociente, para probar una divisidn exact,
aplicaremos la regla dada para probar un producto considerando como
factores el divisor y el cociente y como producto el dividendo.
Si la divisiom es inexacta, el dividendo es la suma de dos sumandos
que son el producto del divisor por el cociente y el residuo; luego, podre
mos aplicar la regla anterior y la regla dada para la suma.

PRUEBA DEL 9

(280)Se halla el residuo entre 9 del divisor y del cociente; se multiplican a

" eston residuos y al producio que resulte se le afiade el residuo e

tre B del residuo de la division, si lo hay. El residuo entre 9 de esta sum?
tiene que ser igual, si la operacién esté correcta, al residuo entre § dd %
dividendo, :
. Frusha 5
Ejemplos \_ Residuo de 7134 Y
(1) Operacién 4

oy I_;Hn Residua de | % 7 7 Rasiduo de 167

4248
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Residuo de 514

449560 l 514
474 an -
Residuo de 3 X7 +7 1 Residuo de 449540
124

g7 que se suma a 3x7es

ol residvo de 124 entre 9. Betidc dab

PRUEBA DEL 11

El procedimiento es semejante, pero hallando los residuos entre 11,
del modo como se han hallado antes.

Asi, en el ejemplo anterior tendremos:
“ Residuo entre 11 de 516

=
o

Residuc entre 11 de 102+ 3 1

Aﬂuu entre 11 de 871

GAE!«HTIA DE ESTAS PRUEBAS

Es relativa. Si la prueba no cumpie los requisitos que se han indi-
Cad en cada Caso, mﬂemm tener la ng]'idﬂ_d_ de que la -'D'Ptﬁﬂﬁ'n E'-té-
Mal, pero si 1a prueba da bien, no podemos tener la seguridad de que la
: Aibm esta correcta, pues las cifras pueden estar mal halladas, pero ser
43Uma de gus v alores absolutos igual a la de las cifras correctas, y la prue-
% dar biep
cif Ademds, en la prueba del 9 no se atiende al lugar que ocupan las
o % a8l que teniendo cifras iguales a las correctas, pero en distinto or

 la pPrueba dard bien. La prucha del 11, por tencr €n cuenta el lpga'r
de fay Cifras, es de mas garam[apt:uc la del 9, pero es mucho miis laboriosa.

1 Residuo entre 11 de 449580
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Al descubrir Euclides la infinitud de la serie de los nimeros primos, alcanzéd su miximo desarmollo [ tes.

ria de los nimeros entre los griegos. No se volvieron a hacer progresos en este campo, hasta que Fermat,

en 1630-65, propuso su teorama sobre los exponentes primoes. L. S. Dickson afirma en su "History of thsory
of numbers™ que los chinos ya conocian este problema en el 500 A. C., cuando el nimerc sra dog.

TEORIA DE LOS NUMEROS PriMos capimute X|)

IEE‘?'I Hemos visto (228) que nimeros primos absolutos son los que sola
mente son divisibles por ellos mismos y por 1, como 17, 31, 53.

@ MUMEROS PRIMOS ENTRE SI O MUMEROS PRIMOS RELATIYOS

son dos o mds nimeros que no tienen mds divisor comiin que 1.

El mayor divisor comin o médximo comun divisor de varios namercs
primos entre si es 1. Asi, 8 y 15 son primos entre si o primos relauvos
porque su Gnico factor comin es 1, porque 8 es divisible por 2, pero 19
no, y 15 es divisible por 3 y por 5, pero 8 no. ;

7, 12 y 15 son primos entre si porque T no divide a 12 nia 15:_2.‘:"'
vide a 12, pero no a 7 ni a 15; 3 divide a 12 y a 15, perono a T; § divide
a 15, pero no a 7 ni a 12; luego, su dnico divisor comin es 1. ;

12, 14 y 18 no son primos entre si, porque 2 los divide a todos; +
70 y 45 tampoco son primos entre si porque 5 los divide a todos.

Obsérvese que para que dos 0 mis nimeros sean primos entre s l_iu“
€8 necesario que sean primos absolutos. Asi, 8 no es primo, 13 tﬂ"’l-""‘_l;
y sin embargo, son primos entre si; 7 es primo, 12 no lo es y 23 _l'-llT'F"'-:"‘
y son primos entre si.  Ahora bien, si dos o mds niimeros son primos 8
solutes cada uno de ellos, evidentemente serdn primos entre sl

- |
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HUMERGS PRIMOS ENTRE SI DOS A DOS son tres o mids ng
rales que cada uno de ellos es primo con cada uno de los dem;iT:Erm

Asi, 8, 9 y 17 son primos dos a dos, porque el & es primo con 9 ;
Comn

7, y €l 9 es primo con 17; 5 11, 14 y 39 son primos dos a des, por
£ |n'i1:rm con 11, con 14 y con 39; 11 es I:Irirm:l con 14 y con E‘HI- Eﬂlgue
primn con 39, _ - 3

10, 15, 21 y 16 son primos entre si, porque el tnico namero que los
divide a todos ¢s 1, pero no son primos dos a dos, porque 15 y 21 1tir:mtn
¢l factor comun 3. 5

Si varios numeros son primos dos a dos, necesariamente son primos
entre si, pero siendo primos entre si pueden no ser primos dos a dos.

NUMERDOS CQHSE(:LIJ'TWGE son dos 0 mds numeros enteros tales, que
cada uno se diferencia del anterior en una unidad.

Los niumeros conseculivos representan conjuntos que se diferencian
en un elemento.

=
| Ejemplos Sy621y227,8y9 18,19, 20y 21,

Dos nomeros enteros consecutivos se expresan por las fermulas n ¥yn= 1.
Asi,sinesS n+) serd 6 y n— 1 seré 4. Evidentemente, 5y 6 & 4 y 5 son con-
secutivos.

De dos nimeros consecutivos, uno s par ¥ olfa impar.

Das nomeros enleros conseculivos son primos entre si. En efecto: 5i los numeros
- conseculives n y n+ 1 tuvieran un divisor comin distinto de la unidod, este divisor
camin dividirio a su diferencio, porque todo divisor de dos nimeros divide a su
diferencia (242) ; pero la diferencia entre n y n + 1 es la unidad, luego ese divisor
lendria que dividir a la unidad, lo cual es imposible.

Las iérmulas para expresor tres o mas numergs enterss canucu!ivns‘ son: n, n+ 1,
n+2 n+3... o también, n,n=1, n —2. n—3... Treso mas nomoras enferos
cansecutivas son primos enlre 5h.

> EJERCICIO 79

Escribir dos ndmeros, tres numeros,
Escribir des nlimeros ['UIr:Ii.:I-l.Jl'!i-[H!u_. Lres murme
. Eseribir cuatro ndmeros compuestos primos entre si.

- Escribir cuatro ndmeros impares, stis mimeros impares, P
- - r . i ¥ "

I iPuede haber varios nameros miltiplos de § que sean P mm? a4
T. Diga si los siguicntes grupos de nhmeros son © L f"tm sk

ay 9, 14 y 21. €) 22, 33, 44, 66 ¥ 3!;

by 12, 24 y 42 f) 14, 21, 28, 88 ¥ SO,

¢ 35, 18, 12 y 28. g) 34, 51, 65, BO ¥ AN&

dy 26, 39, 42 y 65,

cuatro nimeros primos entre si.
ros compuestos primos entre si.

b

primos entre si.

e e CaF

i,
-
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8. Los numeros 23, 46 y 69 no son primos entre s{ porque. . .
8. 42, 63, 91 y 105 no son primos entre si porque.,,
10. ¢Son primos dos a dos los siguientes grupos de nimerosp:

a) 5,8y 10. d) 18, 45 y 37.
by 6. 35y 18 €) 13, 17, 16 y 24.
) 9.25y 14 )y 22, 35, 33 y 67.

11. Escribir tres nimeros, cuatro nimeros primos entre si dos a dos,

12. Escribir tres numeros compuestos, cuatro ndmeros Compuestos, primos ep.
tre si dos a dos.

13. Los numeros 8, 9, 10 y 15, ¢son primos entre si? ;Y primos dos a dog

14. Decir si los siguientes grupos de nimeros son primos entre g ¥y s lo
son dos a dos:

a) 10, 18 y 21. d) 24, 36, 42, 60 y 81
b) 14, 26, 34 y 63. e) 7.9 11, 18, 15 y 17.
c) 19, 38, 67 y T6. B 5 717,10, 14 y 52

16. De los nimeros 24, 31, 27, 36, 42, 53 y 14 formar: Un grupo de cuatro
nUmeros que no sean primos entre si; un grupo de cuatro que sean primos
entre si; un grupo de cuatro que sean primos dos a dos.

16. De los nimeros 28, 35, 17, 14, 26 y 15 formar un grupo de tres nimeros
que no sean primos entre si; un grupo de cinco que sean primos entre
si y un grupo de tres que sean primos dos a dos.

17. Escribe cinco nimeros impares primos entre si dos a dos.

18. Diga si los nimeros 14, 18, 24, 35 y 56 son primos entre si y si lo son
dos a dos.

19.  Diga si los nimeros 17, 24, 35, 59 y 97 son primos entre si y si lo son
dos a dos.

20. De los nimeros 24, 31, 35, 37, 45, 47, 49, 57. &7, 83 y 87 formar un
grupo de cinco nimeros que sean primos entre si y un grupo de tres
nimeros que sean primos entre si dos a dos,

21. De los nimeros 24, 31, 35, 37, 45, 47, 57, 67, 83 y 86 formar un grupo
de cinco nimeros primos entre si dos a dos.

#2. Las edades de Pedro y Juan son dos niimeros enteros consecutivos Cuya
suma es 51. 5i Pedro es el menor, ;cudl es la edad de cada uno?

3. Si Enrique tiene un afio menos que Basilio y ambas edades suman 103
afios, jeudl es la edad de cada uno?

24. Las edades de Pedro, Juan glEnn'quc que son tres nimeros enteros o
i

secutivos, suman 87 afios, E | Pedro el mayon
dcudl es la edad de cada unoy gt Rp M ot

5. Un comerciante compré el lunes cierto nimero de sacos de frijolesi ©
maries compro un saco mds que los que compré el lunes; el miéreoles

uno mis que el martes, y el jueves uno mis que el miércoles. Si en 108
4 dias adquirié 102 sacos, seudntos comprd cada dia?

28. ¢Qué facror comin tienen 8 y 9; 10, 11 y 12; 84, 83, 82 y BIV
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HIHmPIUE FUNDAMENTALES SOBRE

P s PRIMOS

NUMERO

@ |, TEOREMA
Todo mimero compuesto tiene por lo menos un factor primo ma-

yor que 1.
~ Sea el numero compuesto N, Vamos a demostrar que N tiene por lo
menos un factor primo mayor que 1.

En rfrrtf!! N, por ser com puesto, tiene que poseer algin divisor dis-
vinto de si mismo y de la unidad que llamaremos N’, el cual tiene que ser
primo 0 COMPUESLO. Si N* es primo, ya queda demostrado el teorema,
porque N tendrd un divisor primo mayor que 1. 5i N' es compuesto ten-
dri que tener un divisor distinto de N' y de la unidad que llamaremos N*,
¢l cual serd divisor de N porque N es multiplo de N y todo ntimero que
divide a otro divide a sus multiplos. N ha de ser primo o compuesto,
5i N es primo queda demostrado el teorema; si es compuesto tiene que
ener un divisor distinto de N” y de la unidad que llamaremos N, el
cual dividird a N. Este N ha de ser primo o compuesto. Si es primo,
queda demostrado el teorema y si es compuesto tendri que tener otro di-
visor distinto de si mismo y de la unidad, que llamaremos N"", el cual
dividird a N y asi sucesivamente. Ahora bien, como estos divisores se van
haciendo cada vez menores, pero siempre mayores que la unidad, y no ha-
biendo un nimero ilimitado de divisores, llegaremos necesariamente a un
nimero primo, que dividird a N. Luego N tiene por lo menos un divi-
or primo mayor que 1.

=" El nimero compuesto 14 es divisible por los nimeros primos 2
| E,I'Empfﬂ I y 7; el nimero compuesto 121 es divisible por el nimero pri-
mo 11.

Il. TEOREMA
La serie de los nimeros primos es ilimitada, o sea, que por grande

9€ sea un nimero primo, siempre hay otro nimero primo mayor.

Sea el namero Primn. P tan gmmlr: COMMO 8¢ QuULETd. Vamos a demos-

T que hay otro nimero primo mayor que P.

re Fara hacer 1a demostracion formemos cl producto de todos
® primos menores que P, multipliquémoslo por P, anadamos |
Twea N el resultadao:

|’{EHHKER?H1]:-:lﬂx.....“,....xF+t=H.

g N evidentemente es mayor qque Py tiene que ser primo o compuesto.

' N o3 pri habrd un namero
. primo queda demostrado el teorema, porque i
PHImo mayor -:auf:I P, $i N es compuesto tiene que poscer un divisor pries

los nume-

a unidad
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mayor que 1, porque hay un Lr:un_:nla I{EEI'TJ que dice que todo Nimerg e
puesto tiene por lo menos un divisor primo mayor que 1. Fge divisor :
mo de N tiene que ser menor que P, igual a P o mayor que P, Ahorg
¢l divisor primo de N no puede SCT MeEnor que P, porque di‘r’idil&nd.}a o
por cualquiera de los NUMEros primos menores que P daria de residuo |
unidad; no puede ser igual a P, porque dividiendo a N POr P daria tapy.
bién de residuo la unidad; luego, si N necesita tener un divisor it

ese divisor primo no es menor que P ni igual a P, tiene que ser mayor
que P. Luego hay un nimero primo mayor que P, al cual se puede apli.

car el mismo razonamiento; luego, la serie de los nimeros Primos es ;.
mitada.

l1l. TEOREMA

Si un mimero primo no divide a otro niimero, necesariamente es
primo con él.

Sea el numero primo a, que no divide al ndmero b. Vamos a demos
trar que @ es primo con b, o sea, que a y b son primos entre si.

En efecto: El numero a, por ser primo, solamente es divisible por a
y por 1. Por lo tanto, los tinicos divisores comunes que pueden tener a
y b son a6 1. Ahora bien: a no puede ser divisor comin de a y b, por
que suponemos que a no divide a b; luego, el unico divisor comun de a
Yy b es 1, osea que a y b son primos entre si, que era lo que queriamos
demostrar.

‘ Ejemplo I El némero prime 5 no divide a 14; 5 y 14 son primos entre si.
IV. TEOREMA

Todo niimero que divide a un producto de dos factores y es primo
con uno de ellos, necesariamente divide al otro factor. @)

Sea el nimero a que divide al producto be y es primo con b, Vamos
a demostrar que a tiene que dividir al otro factor ¢, ;

En efecto: Como a y b son primos entre si, su mayor divisor comun
es 1. Multiplicando los nimeros a y b por ¢ resultarin los productos 8¢
y be; y el m.c.d. de estos productos sera 1 x €, 0 sea ¢, porque si dos f""
meros se multiplican por un mismo numero, su m. c. d. queda multiplic
do por ese mismo nGmero (314). Ahora bien: a divide al producto ac por
wr um factor de este producto y al producto be por suposicion; [ueg? di
vidird al m.c.d. de ac y bo que os ¢, porque todo nimero que divide 3

bien,

AN Nuestro deseo de seguir el orden del Programa (Micial, nos ha hecho (raat "
mALETiE @ejuid,

1

o — [T -

= S

— P, 4% ~ya ~yw
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s dos, divide a su m.c.d. (313). Luego a divide a ¢, que era lo que

q_uﬂi'ﬂ mos demostrar.

. I 5 divide al prod = -
E_]empfo dh’:;; ?} u] l].m ucto 7 X 10 =70, y como es primo con 7,

r’ﬁ v. TEOREMA
/ Tpdo mimero primo que divide a un producto de varios factores
jivide por lo menos a uno de ellos. ;

Sea el numero primo P que divide al producto abed. Vamos a de-
mostrar que F tiene que dividir a uno de estos factores.

En efecto: El producto abed se puede considerar descompuesto en dos
factores, de este modo: a(bed).

Si P divide a a, queda demostrado el teorema y si P no divide a a serd
primo con ¢l, porque hay un teorema (288) que dice que si un namero
primo no divide a otro namero es primo con él y P tendrd que dividir al
otro factor bed, porque hay un teorema (290) que dice que si un niamero
divide al producto de dos factores y es primo con uno de ellos, tiene que
dividir al otro. Luego, P divide al producto bed.

Este producto se puede considerar descompuesto en dos factores, de
este modo: b(cd). Si P divide al factor b queda demostrado el teorema;
si no lo divide es primo con él, y tendrd que dividir al otro factor cd; por
las razones anteriores.

Si P divide al factor ¢, queda demostrado el teorema; si
& primo con €él y tendrd que dividir al otro factor, que es d. Luego,
vide a uno de los factores, que cra lo que queriamos demostrar.

no lo divide
P di-

producto 5% 8 % & = 240,

| ni imo 3 que divide al
s e it ot los factores y, en efec-

E]EmPL; tiene que dividir por lo menos a uno de

to, divide a &.
92

) VI. TEOREMA
Todo nimero primo que divide
e dividir a este nlimero.
Pd.ivre::li:: :Iﬂ?ﬁmfm prinm P que divide a a"
En efecty: Por definicion de pc-mncia.
A =aXAXEK oD veces.
N 2 i luego
divide a a®, por suposicion,
Si P divide a este producto,

a una potencia de un namero tiene

Vamos a demostrar que

sabemos que

di-n-',d:hma bien: El namero primo P
a su igual a x a X aXa... n veces.
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tiene que dividir a uno de sus factores, perque todo namer
divide a un producto ll{_‘. varios factores tiene que diy

ellos (281), pero todos los factores son a; luego, P divide
(ue queriamos demostrar,

| E; El nd imo 3 divide a 216 que 3
| Eiemplo nimero primo 3 divide o que es 6% y
[ i divide o 6. e | _.‘ﬂ

|

idir 5 ung 4

Fi |
ﬂ| :IH-E trd !r|

Vil TEOREMA

Si dos numeros son primos entre si. todas sus

potencias tambigy san
numeros primos entre si.

Sean los nimeros a y b, primos entre si.  Vamos a demaostrar que dg
potencias cualesquiera de estos nimeros, por ejemplo, a* y [°,
s0N NUMEros primos entre si.

En clecto: Por definicién de potencia, sabemos (ue:

tambiéy

A" =X axXaxX g ..., . VECEes.
= xbwbxb ..... nVeces.

Ahora bien: Si las potencias a y &* no fueran nimeros primos entre
si, tendrian un factor primo comiun, pur (_‘jf‘ll]piu, F. 5 P dividiera a ¢®
y a b", tendria que dividir a a y a b, segin ¢l teorema anterior, lo cual va
contra lo que hemos supuesto, porque hemos suptiesto que a y b son pri
muos citre si. Lur_g:} a® y b no pueden tener ningl’m bLactor comun, O 84,
(Jue sun numeros primos entre si, (que era lo que queriamos demostrar.

2 y 3 son primos entre si y dos polencias cﬂﬂhﬂ“"ﬂjﬁ“m
nimeros, por ejemplo, 32 que us-?'r-ﬂl'-qw#-ﬂf‘.w phenl
son ndmeros primos entre si. e e R

F'DRMAEIGH DE UNA TABLA DE NUMEROS PRIMOS

Explicacion del procedimiento empleado.
Para formar ung tabla de niume
o dado, se escribe |
dicho nimero.

] Ejemplo

vos primos desde el 1 hasta un nume
4 serie natural de los niimeros desde la unidad h'“n?
- Hecho esto, a pardir del 2, que se deja, se tacha su ‘““'lﬂ-i,
sy @ partir del 4 se van tachando de dos en dos Tugares todos 1os "':]
MEros siguientes maltiplos de 2, A partir del 3, que se deja, s¢ tacha 3
umdradr; By desde el 9 se tachan de tres en tres lugares todos los nlll'ﬂtf:
'8 siguientes maltiplos de 3, A partir del 6, que se deja, s cacha su;a:uf_
drudrf 2.'5 y desde ¢l 25 se tachun de cinco en cinco lugares todos los “““:;
YOS sIguienies maltiplos de b, A partiv del 7, que se deja, s¢ gacha
cuadrado 49 y desde ef 49 ge van tachando de sicte en siete lugnes !
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Jos numeros ﬁigl}ifnlﬂ ml%hiplm de 7. A partir del 11,
Jos siguienies nNUMEros primos se procede de modo seme

pumeros, se tacha su cuadrado, y a partir de éste se ¢
"ﬁ;igﬂi'-'“""?" de tantos en tantos Irl.fg;i_rf:l; como unidades
yimo de que se trate. La operacion termina al llegar a
mo, cuyo '-'l'“dmd,“ quede fuera del limite dado,
[il“-' {I'I.Iﬁiﬂﬂ sin tachar.

del 13, del 17 y
jante: Se dejan
achan los nime.
tenga el nimero
un nimero pri.
Los nimeros primos son

los
Farmulr una tabla de nimeros primes del 1 al 150.
Ej-EmP'Iﬂ E'.i.l:rlblllﬂ'mﬂi lo serie natural de los nimeros del | gl 150
y ophcoremos el procedimients anterior:
| 2 3 A 5 & 7 & ¥ M
| n 3 13 g ar dF moar
! 2 & B a6 3 e ae | 5 SR e
4] & 43 A Ay A a7 A8 A A
B R VAN USET VR e R A S
Bl AR O S B R B CE
T A G T
B 83 . B -Bh B B BEL RS L
S So StL SRR ST e S L
Jor 103 Jo4& 105 Jo& 107 108 109 Lo
PN PSR I M g
Jar S asie g s SIS BRI ST
| Y pr pe B ¢ Y 1B 13 6
146 147 148 149 )50
1k U5

1,13, 17,19, 23, 29, 31, 3V,

Los nimeras primos del 1 al 150 son: [ i e AT liﬂl 107, 109, 113, 127, 131,

41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101,
137, 139 y 149, .
En esta tablo lo operacién termina al llegor ol nimero primo 13,cu
Queda fuera de la 1abla.

Este procedimiento se conoce con el nombr

E3COLIO

Al escribie los nimeros puede prescindirse de los n
oM se ve todas los nomeros pores se tachan.

el comi agajeros y de
[V 8¢ llama Criba porque al tachar los nomeros se dab T agujeras
Emd"m” i '":* ::"ll:ulél'hl'l' snalemdnion grivgo ol ereailnr e csie prooe

yo cuadrada, 169,

o de Criba de Erotéstenes| b

gmeres pares, excepto el 2, porque
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3 EJERCICIO 80
1. Formar una tabla de ndmeros primos del 1 gl 500,
2. ldem del 1 al 100.
3. ldem del 1 al 200. 1
4, ldem del 1 al 300.

MAHERA DE CONOCER 51 UN NUMERO DADO
ES PRIMO O NO

TEOREMA Para conocer si un nimero dado es primo o ng, se di.
vide dicho mimero por todos los numeros primos menores que €l y g g
llega, sin obtener cociente exacto, a una divisién inexacta en que el ¢
ciente sea igual o menor que el divisor, €l namero dado es primo. 8 g
guna division es exacta, el nimero dado no es primo,

‘ Ejemplo I

Sea el numero 179 que queremos averiguar 5i es o no primo. Lo dividimos por 2,
3, 5, 7. 11 y 13 sin obtener cociente exaclo y al dividirlo por 13 nos da 13 de cociente,
Vomos a demostror que 179 es primo, para lo cual bostaréd demostrar que no es di
visible por ningdn nimero primo mayor que 13

En efecto: 5i 179 fuera divisible por algin nimere prime mayar que 13, por eem
plo 17, el cociente de esta division exocta serio menor que 13, porque si al dividie
179 entre 13 nos dio 13 de cociente, al dividirlo entre 17, mayor que 13, el cociente
serd menor que 13, Sea o este cociente. Comao la divisién seria exacta, tendriomos:

17¢=17 X a.

179 seria divisible por o. Si o fuerg primo, como es mencr que 13, 177 seria divis-

ble por un nimeroc primo menor que 13, lo cual por hipdtesis, es falso. Si o fuer
compuesto, como que es menor que 13, forzosomente tendria un foctor primo me- .
nor que 13, que dividiria a 179, lo cual es imposible. Luego, si 179 no es divisible |
por ningdn nimero primo, es primo, yo que si fuera compuesto tendrio por lo menss

un fector primo mayor que 1. (287). -

Ejempioi

(1) Averiguar si 191 es o ne primo.

ol 191 | 3 191 | S 4 M

11 95 e W 4 38 51 7
1 2 1 2
#1111 191 | 13 19 | 17
B 17 61 14 2 n
4 9 4

En asta Gltima divisién el cociente 11 es menor que el divisor 17 ¥ 10 divisid®
es inexacta, lvego 191 es primo.
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(2 Averiguar si B53 es o no primo,
En lo préctice no vamos a hacer las divisiones por 2, 3, 5, 7 ni 11 (siempre
ve se vea que el cociente ha de ser mayor que el divisor] sino que -:IP“tﬂI:u.

mos los caracteres de divisibilidad que conocemos para ver si el nimero d d
es O NO divisible por estos nimeros, adao

Asi, en este coso, tenemos: B33 no es divisible B5'3 w2 —4
par 2, porgue no lermina en cifra per; no es di- S -
visible por 3 porque 8+ 5+ 3 =16 no es mil- 79 w7 —18
tiplo de 3; tompoco lo es por 5 porque no ter- — 18

mina en cero ni en 5; no lo es por 7 porque: 11 no da 0 ni miltiple de 7
Tampeco es divisible por 11 porque (3+8)—5=11—5=§ no do cero

ni multiplo de 11.

En coda uno de estos cosos, 51 se hublera dividido, el cociente evidentemente

no hubiera sido igual ni menor que el divisor.

Ahora procedemos a dividir por 13, 17, 19, efc.:

853 |13 853 |17 B53 |19
73 &5 003 30 093 44
B 17
- 853 |23 853 |
163 37 73 N
02 12
En esta Gltima divisién inexacta el cociente es igual ol divisor, luego B33 es primo.
(3} Averiguar si 391 es prnimo, 391 |13 9 |17
Aplicando los caracteres de divisibilidod, vemos —_ ————
i : 0 30 51 23
que no es divisible per 2, 3, 5, 7 ni 11 Tendremos: —» 0

Estg Glfima divisidn es exacta, luege 391 es compuesto,

» BEJERCICIO 81

Averiguar si son o no primos los nameros siguientes:

% e s e A e

191 9. 259, 17. 601 95. 997.
2. 130, 10. 271. 18. 6a83. 26. 1009.
3. 169, 11. 289. 19. T13. 27. 1099,
& 197. 12. 307. 20. 751. 28. 1201.
5 211 13. 361. 21. 811. 29. 1207.
8 21 14 397, 99, 841. 30, 1301.
7. 229, 15. 54l 93. B81. 1. 1309.
5 a9 16. 529. 24. 061. 32. 2099.

@ TEOREMA

. lic:,li un nimero es divisible por dos o mas factores
 también divisible por su producto.

!’ntr:? el ndmero N divisible los factores q,'b y ¢ q

¥ pen 8 a dos. Vamos a pr rqutNﬂdwmble por €
“ producto abe,

primos entre si dos

ue son primos
| producto ab
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Fn efecto: Como N es divisible por a, llamando g4 al cociente 4
¢

vidir N entre a, tendremos: di.
N=aq. (1)

El factor b divide a N por hipodtesis, luego divide a sy igual o
cOmo es primo con a por hipoétesis, dividirﬁ a g, porque todo nilmeilnpm
divide al producto de dos factores y es primo con uno de ellgs, tiene e
dividir al otro factor (280). Llamando ¢ al cociente de dividir 4 emr:“f

tendremos: g=bg'. (2)
Multiplicando miembro a miembro las igualdades (1) e
dremos: Ng = agbq'.

Dividiendo ambos miembros por g, para lo cual basta SUprimir gs
factor en cada producto, la igualdad no varia y tendremos:

N=abqg" osea N=(ab)q'

igualdad que demuestra la primera parte del teorema, pues ella nos dice
que el nimero N contiene al producto ab un nimero exacto de vees,
g’ veces, o sca, que N es divisible por el producto ab, que era lo primero
que queriamos demostrar.

Ahora bien: ¢ divide a N por hipdtesis, luego dividird a su igual ag,
pero como es primo con a dividird a g; si divide a g dividird a su igual bg',
pero como es primo con b dividird a ¢'.  Llamando g al cociente de di
vidir ¢* entre ¢, tendremos:

g'=cq" @

Multiplicando miembro a miembro las igualdades (1), (2) y (3), ten
dremos:

Ngq' = aqbq’cq”

Dividiendo ambos miembros de esta igualdad por g y por ¢’ para lo
cual basta suprimir esos factores en ambos productos, la igualdad no vars
¥ tendremos:

N=abcq" osea N= (abc)g”
‘igualdad que demuestra la segunda parte del teorema, pues ella nos indt
a que el nimero N contiene al producto abe un nimero exacto de Ve

' que ¢ al : 1t
g veees, o sea que N es divisible por el producto abe, que e o
queriamos demostrar.

DIWEIBILIDAD FOR NUMEROS COMPUESTOS

) : ;
De acuerdo con lo demostrado en ¢l teorema anterior, $

It‘:;f“’mhlr por dos factores primos entre si, sera divisible por su P
g

i un numer?
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. ] divisible 8 S
Un pnumeroe s : por cuando R
3, 0 5€3. ru.m:_‘ln termina en cero o cifra par :th;ll lld::upﬂ' 2y
peolutos de sus cifras es miluplo de 3. : e valores

Un namero es divisible por 12 cuando es divisib

4 o Sc2. cuando la suma de los valores absolutos d‘:: h'f:_-,]lw R
e de 3 v sus dos ultimas cifras de la d - mﬂnmﬁL
P o de erecha son ceros o un

Saltiplo de *- B
Un numero es divisible por 14 cuando es divisible a la ver por 2 y

7 por 15 cuando es divisible a la vez por 3 y por 5; 18 ]
ﬁd_iﬁSihi.t a la vez por 2 y por 9; por 20 cuando es divisihr:: la vez por

4 v por 5: etc.

> EJERCICIO 82

1. Enunciar los caracteres de divisibilidad por 6, 12, 15, 18, 22, 24, 2§, 25,
30, 45, 90.

2 Diga si los numeros 14, 18, 24, 36 y 27 son divisibles por 6

1 Diga por cuiles de los nameros 12, 15 v 18 son divisibles los nimeros 36,
45, 72, 300, 450, 1200, 3945 y 9972

4 Diga por cuales de los nimeros 14, 22 y 35 son divisibles los nimeros 98,
g96=, 455, 448 y 6919.

5 Si un numero es divisible por 4 y por 6, cha de ser necesariamente divi-
sible por 247

8 Si 20 es divisible por 2 y por 4, :por qué no es divisible por 2 % 4 =87

T. Si un nimero es divisible por 2, 3 y 6, :ha de ser necesariamente divi-
sible por 2 x 3 x 6 =36¢

& Cémo es que 90 no divide a 120 si este numero es divisible por 3. Gya
¥y3x6x5=90

@ TEOREMA

Todo mimero primo mayor que 3 equivale
mentado o disminuido en una unidad.

S¢a N un namero primo mayor qué 3. Vamos a demostrar

a un multiplo de 6 au-

que

T En efecto: Dividamos N entre 6, sea ¢ ¢l cociente y R el residud.

Tl

Siendo 6 el divisor, necesariamente R < 6. R
Je 5i fuera cero, N seria divisible por 6 o cual
'.F'"‘i“liﬂﬂlimtqu:m;,!, 4 0 5.

-k
Hp
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R no puede ser 2 pordgue tendrinmon:
Nw=dg+ 2
siendo estos dos sumandos divisibles por 2, su suma N wria div

por 2 (238), lo cual es imposible porgque N es primo,
R no puede ser 8 porgue tendriamos:

) g + 4

LA

y siendo estos dos sumandos divisibles por 3, su suma N ser(y divisihy
: ¥
por 4, lo cual es imposible porque N oes primao, ¢

R no puede ser 4 porgue tendriamos;
N = 6q + 4
y siendo estos dos sumandos divisibles por 2, N seria divisible por 2
cual es imposible,
Luego, si R tiene que ser 1, 2, 3, 4 6 6 y no puede ser 2, 3 ni 4, .
cesariamente tene que ser 1 G b
51 R oes 1, tendremos:

N=tig+1l=m. de 6+ 1,
51 K oes b, tendremos:
N =tig+b=m, de 6+b6=m. de 64 (6—1)=m. de 6 -1,

Luego, queda demostrado lo que nos proponfamos,

Ej los
‘ﬂﬁ—l 1NN=12=1=m. de 6=1.

19=1841=m. de 6+ 1.

(:?9 TEOREMA

El producio de tres nimeros enteros consecutivos es siempre divis:
ble por 6,
Sean los nimeros enteros consecutivos n, n+ 1y n+ 2y Psu produc

to,  Tendremos:
nn+1)(n+2)=p

De tres ndmeros enteros consecutivos, uno al menos necesariamente
€8 par, ¥ uno, necesariamente, es miltiplo de 3,

5 2 divide por 1o menos a uno de estos factores, dividird a P, que -4
miltiplo de ese facton, y si 3 divide a uno de estos factores, dividird 3 7
que es maltiplo de ese factor.  Ahora bien, siendo P divisible PU"1E:
por &, que son primos entre sl, serd divisible por 6, porque (300) ¥ u,
namero es divisible por dos factores primos entre i, es divisible pof &

producto,  Luego, I es divisible por 6, que era lo que qucriﬂlﬂﬂ" de
FIMEARET ar.
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Con los trabajos de Fermat (1601-65), Euler (1707-83) y Gauss (1777-1855) sobre la teori

ron las bases de |a Aritmética moderna o superior. En 1850, Tehebychetf realizé un ::t'l.ll::: nmﬂm:::-?;:f;

mémercs primos. Er! 1932, el francés Landau, complets el trabajo de aquél sobre la distribucion de los nomeros
primos, demostrando lo que el inglés Hardy llamé teorema de Tauber.

mpnmoxx
COMPOSICION EN FACTORES PRIMOS

- LW

L
im
i
L
|
']

)

300 Descomponer un niimero en sus factores primos es convertirlo en un
— producto indicado de factores primos.

301) TEOREMA
Todo nimero compuesto es igual a un producto de factores primos.
5¢a el nimero compuesto N. Vamos a demostrar que N es igual a
'l Tl C
0 producto de factores primos. _ ﬁ ’
£n efecto: N tendra por lo menos un divisor primo que ]Iﬂ.ﬂ!art_lﬂﬂ'& ;
F ’ 1 B Or rimic Iie-
Pirque todo nimero compuesto tiene por lo menos un factor p
Or s |- :
'™ que la unidad (287).
' et . 11; emos b,
Dividiendo N entre a nos dard un -_..f_u_'wnu. exacto qm] llltln:z::if e
' oMo el dividendo es igual al producto del divisor por ¢l coc y
r:-""TI‘|r,¢;
N=ab: (1)
Si b no es primo, ten

5
y llamando g al co-

L b fuer- : .| reorema.
d lueta primo, ya estaba demostrado el teor

Ta : ! . ~ : s
. " PO lo menos un divisor primo que llamaren '
Tt " y

€ de dividir b entre ¢, tendremos:

b=¢cq:
203
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Sustituyendo este valor de b en la igualdad (1), tendremos.

N=aq (2)
Si g es primo. queda demostrado el teorema.  Si es compuesto, e
divisor pruno que lamaremos d, y siendo ¢’ ¢l cociente de divi
tre d, tendremos: -
q=dq’'.

Sustituyendo este valor de g en (2), tendremos:

N = acdq’.

S5i ' es primo, queda demostrado ¢l teorema.  Si no lo es, tendrg
Visor primo y asi sucesivamente.  Ahora bien, como los cocientes van dis.
minuyendo, llegaremos necesariamente a un cociente primo, gue divididg
por si mismo dara de cociente la unidad y entonces ¢l nimern N sers
igual a un producto de factores primos; que era lo que queri
mostrar.

“(lTi “n

dir 7 en.

un dj.

dmos de.

HEGLA PARA DESCOMPONER UN NUMERO COMPUESTO
EN 5U5 FACTORES PRIMOS

Se divide el nimero dado por el menor de sus divisores primos; el
cociente se divide también por el menor de sus divisores primos y asi su-

cesivamente con los demas cocientes, hasta hallar un cociente primo, que
se dividira por si mismo.

‘ Ejemplos I

04| 2
(1) E::::ip:mw 204 en sus faclores ]g? g D I
' 7117
1
Los tactores primos de 204 son 2, 3 ¥ 17,
25230| 2
12615/ 3 2 —
(2) Descomponer 25230 en factores 4205 5 Mﬂﬂ‘ﬁ% o
primos. B41| 29
%2
1
Les divisores primos de 25230 son 2, 3, 5 y 29,
DBSERVACIOM
Lo experiencia nos dice que los alumnos, cuando estén descomponiendo ¥ wr ::-,
cueniran un nimero, como B4) en el ejemplo anterior, que no es divisible PO
nimeros primos pequefios 2, 3, 5, 7 v 11, tienden o creer que €3 primo, mﬂpli-

gran probabilidod de equivocorse. Lo que hay que hacer en estos cosos & =
car la reglo estudiada en el nimero 295 para averiguar si el nimero es prime

o T

1
1
1
1
l
I
[
[
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» EJERCICIO 83

Descomponer en sus factores primos los nimeros siguientes:

1. 64 1. 341, 21. 2401 31, 13690.
3. 91. i 22.  2003. 32. 15700
3. 96 13.  408. 23. 2890. 33. 20677.
4. 121. 14.  441]. 24. 3949, 34.  21901.
5. 160. 15. 507. 25. 3703. 35.  47601.
6. 169. 16. 529. 26. 3887. 36. 4B763.
7. 182 17. 686. 27. 5753 37. 208537,
8. 980, 18. 861. 28. 5887, 38. 327701.
9. 306. 19. 906. 29.  9410. 39.  496947.
10. 385. 20. 1188 30. 12740.
. TEOREMA
&

Un niamero compuesto no puede descomponerse mas que en un solo
sistema de factores primos.

Sea el numero N, que descompuesto en sus factores primos es igual
a abed. Supongamos que el mismo numero N admitiera otra descompo-
sicion en factores primos y sea €sta a'b'c’'d’. Vamos a demostrar que la
primera descomposicién abed es igual a la segunda a'b’c’d’.
En etecto. Tenemos:
N = abed

N=a'b'c'd’
y como dos cosas iguales a una tercera son iguales entre si, tendremos:
abed = a'b'c'd".

Ahora bien: El factor primo a divide al producto abed por ser fac-
tor suyo, luego dividird al producto a'b’c’d’, que es igual al anterior. Si
e divide a este producto, tiene que dividir a uno de sus factores, porque
hay un teorema que dice que todo nimero primo que divide a un pro-
ducto de varios factores tiene que dividir por lo menos a uno de ellos,
por ejemplo a o, luego & = a’, porque para que un numero primo d:;]dla
4 Otfo nimero primo €s Necesario que sean iguales. Por lo tanto, divi-
diendo el producto abed por a, para lo cual basta suprimir cste [auurl'f
e producto a'b'c’d’ por a', para lo cual bastard suprimir este factor, la

'Bualdad subsistird y tendremos:

-

' : factores,

El faetor primo b divide al producto bed por ser uno de sus factc
luego dividird a su igual b'c’d’; pero si b divide al Pmd"ﬂﬂ_&;f,d- e
e dividir 2 uno de sus factores, por ejemplo, a b’, lucgo Bl N
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ambos nimeros primos.  Si dividimos el producto bed por
to b'c'd’ por b, la igualdad subsistird y tendremos:

cd =¢c'd’.

byel Produe.

El factor primo ¢ divide al producto cd, luego dividird 3 g ; il o
y si ¢ divide a ¢’d’, dividird a uno de sus factores, por ejemplo E > c'd’,
go ¢ =¢'. Dividiendo el producto ¢d por ¢ y el producto f"'i"pm- .‘]ue.
igualdad subsistird y tendremos: € la

d=d.

Por lo tanto, si a=a', b=¥b', c=¢c'" y d=d', 0 sea, si los factore

" S = 1

de la primera descomposicion son iguales a los de la segunda, ambgs dei
COmMpOSICIONES SON 1gun]¢:s Y no ha‘f dos ﬂﬂ&cmﬂpusiciﬂnes, $iN0 una sola
que era lo que queriamos demostrar. ;

DIVISORES SIMPLES ¥ COMPUESTOS
DE UN NUMERO COMPUESTO

HALLAR CUANTOS DIVISORES SIMPLES Y COMPUESTOS
TIENE UN NUMERO COMPUESTO

REGLA
~ Para conocer cuintos divisores simples y compuestos ha de tener un
numero, se descompone en sus factores primos. Hecho esto, se escriben
los exponentes de los factores primos teniendo en cuenta que si un factor
no tiene exponente se considera que tiene de exponente la unidad; s
suma a cada exponente la unidad y los nimeros que resulten se multipli
cin entre si. El producto indicari el nimero total de divisores.

‘ Ejemplos I

900 | 2
450 | 2
(1) Sea el nimero 900. Para saber cuéntos divi- 225|3 gxf
sores simples y compuestos va o lener, lo des- 7513 0 =25
compondremos en sus factores primos: 25| 5
5|5
1

Escribiremos los exponentes 2, 2 y 2. A cada uno le sumamos la o
multiplicamos los némeros que resulten:

(241) % (241) % (241)=3x 3 x 3 =27 divisores
entre simples o primos y compuestos lendrd el nimero $00.

|
\
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1008 2
504| 2
i2) Averiguar culnios 252| 2 1008 “ﬂgﬁﬁﬁﬂl
divisores tendra el 126/ 2 Tendrd: b AT
nimerc 1008. g?}g 4+ 1)X(24+1) X (1 +1)=5%x3 % 2 =30 divisores

enlre primos y compuestos.
I\ 7
11
Ya sobemos hallar cudntos divisores fien
o encontrar cudles son esos divisores.

HALLAR TODOS LOS FACTORES SIMPLES
Y COMPUESTOS DE UN NUMERO

€ un nomero compuesto; ohora vamaos

REGLA

S¢ descompone el nimero compuesto dado en sus factores primos.
Hecho esto, se escriben en una linea la unidad y las potencias sucesivas
del primer factor primo, y se pasa una raya. Se multiplica esta primera
fila de divisores por las potencias del segundo factor primo y al terminar
se pasa una raya. Se multiplican todos los divisores asi hallados por las
potencias del tercer factor primo y asi sucesivamente hasta haber multi-
plicado por las potencias del altimo factor primo.

EIEmPIﬂS ]Bm E 3 ST -
;I 900 2 1800=2*x 32 x 5%
4501 2
(1) Hallar tedes los divisores de 1800. 225] 3
fal 3 Bl2xErN
25] 5 Flaar
51 5 Ll L
]
Ahora escribimos en una linea _|tl unided y los | 2 4 8
potencias del primer factor primo gue son E
7% — 4 9% = 8, posomos una raya y multiphco- 3 & 12 24
mas esos foctores por 3: 3 X 1=3, I X ?.:' &, 9 18 34 72
3% 4=12,3%8=24, y después esos mismos 5 W0 20 4
factores de la primera fila por 3* =9 cblenien. 15 30 & 120
do: 9%1=9 9x2=18, 974=36, PXB=7, 45 90 180 360
hechs este posomos ofrg raya ¥ mulliplicamos 25 50 100 200
todos los divisores que hemos obtlenido hasta 75 150 300 a00
ahara, primera por 5 ¥ luego por =20y r“"'f 275 450 900 1800
dreamos: _

Agui tenemos todos los divisores simples y compuestos de 1800. Lo Hmp

o primas son 1,2, 3 y 5 v lodos los demés son compuesios.

El (ltimo divisor que se halle siempre tigne que ser igual o nimere dado.
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{Z ) Hallar todos los factores simpies y compuestos de 15925 hallan

numerc de divisores. do antey ol
159251 & 15925 =5 x 7 % 13.
8512 Tendré (24+112+ 1)1 +1)=3x3x2=13 g,
N7 2| 5 =
13 13 Hollondo los divisores: 7% 7 72
1 13 |13
Tendremos:

1 5

R S
49 245 1735

13 &5 325
21 455 2275
437 3185 15928

7 porlola. fila..........
2=4% porla la. fila..........

13 por todos los anteriores. .. ...

.t Contando los divisores obtenidos veremos que son 18, que es el
numero que hallamos antes.

> EJERCICIO 84

Hallar todos los divisores simples y compuestos de los niimeros siguientes,

hallando primero el nimero de divisores:

1. 54. R. 8 fact.: 1, 2, 8, 6, 9, 18, 27, 54.
| 2. 162. R. 10 fact: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 54, 81, 162.
3. 150. R. 12 fact: 1, 2, 3, 6, 5, 10, 15, 30, 25, 50, 75, 150.
4. 1029. R. B fact: 1, 3, 7, 21, 49, 147, 343, 1029.
5. 210. R. 16 fact: 1, 2, 3, 6, 5, 10, 15, 30, 7, 14, 21, 42, 35, 70, 105, 210.
6. 315. R. 12 fact: 1, 3, 9, 5, 15, 45, 7, 21, 63, 35, 105, 315,
7. 130. R. B fact: 1, 2, 5, 10, 13, 26, 65, 130.
8. 340. R. 12 fact.: 1, 2, 4, 5, 10, 20, 17, 34, 68, 85, 170, 340.
B. 216. R Eﬁfm,; 1,2 4,8 3 6 12, 24, 9, 18, 36 72 27 54 108
10. 1521. R. 9 fact: 1, 3, 9, 13, 39, 117, 169, 507, 1521.
11. 108. R. 12 fact: 1, 2, 4, 8, 6, 12, 0, 18, 36, 27, 54, 108.
12. 204. R. 12 faci: 1, 2, 4, 3, 6, 12, 17, 34, 68, 51, 102, 204
13. 540. R. 24 fact: 1, 2, 4, 3, 6, 12, 9, 18, 36, 27, 54, 108, 5 10 2
15, 30, 60, 45, 90, 180, 135, 270, 540.
14. 785. R. 12 fact: 1, 3, 5, 15, 7, 21, 35, 105, 49, 147, 245, 736
15. 1080, R. 32 fact: 1,2, 4, 8, 3, 6, 12, 24, 9, 18, 36, 72 27, 5% MO

216, 5, 10, 20, 40, 15, 40, 60, 120, 45, 90, 180, 360, 135
540, 1080, 40, 60, 120, 45, 90, 1
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j6. 2040 R. 32 fact: 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 24, 5, 10, 20, 40, 15, 30, 60, 120

17, 34, 68, 136, 5
1020, 2040, 136, 51, 102, 204, 408, 85, 170, 340, 680, 255, 510,

lT, E-EE-E- R. 24 {a'Ct-l,' ]p 2! 3:. ﬁ'p v, ]Ei llr EE. 33- 'E'El 99 ].HE
102, 153, 306, 187, 374, 561, 1122, 1683, 3366, = o OV

2 : :

18 0% o, Som, 04, i, g ok Soas daio el 7 104 268

19. 967. R 10 fact: 1, 3, 9, 27, 81, 7, 21, 63, 189, 567.

0. 4459. R. B fact: 1, 7, 49, 343, 13, 91, 637, 4450,

g1, 5819. R. 6 fact.: 1, 11, 23, 253, 529, 5819.

9. 6727. R. 6 fact.: 1, 7, 31, 217, 961, §727.

23. 3159. R. 12 fact: 1, 3, 9, 27, 81, 243, 13, 39, 117, 351, 1053, 3159.

94 5929. R. 9 fact: 1, 7, 49, 11, 77, 539, 121, 847, 5999.

95. 5915. R. 12 fact: 1, 5, 7, 35, 13, 65, 91, 455, 169, 845, 1183, 5915.

26. 6006. R. 32 fact: 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42, 11, 22, 33, 66, 77, 154, 231
462, 13, 26, 39, 78, 91. 182, 273, 546, 143, 286, 429, 858, 1001,
2002, 3003, H006.

27. 3025. R. 9 fact.: 1, 5, 25, 11, 55, 275, 121, 605, 3025.

98. 6591. R. 8 fact.: 1, 3, 13, 39, 169, 507, 2197, 6591.

20. 9702. R. 36 fact: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 7, 14, 21, 42, 63, 126, 49, 98, 147.
294, 441, 882, 11, 22, 33, 66, 99, 198, 77, 154, 231, 462, 693,
1386, 539, 1078, 1617, 4234, 4851, 9702

30. 14161. R. 9 fact.: 1, 7, 49, 17, 118, 833, 289, 2023, 14161.

@HUHERGS PERFECTOS son los nimeros que son iguales a la suma
de todos sus factores, excepto el mismo numero. 6, 28 y 496 son nu-

meros perlectos.

MUMEROS AMIGOS son dos numeros tales que cada uno de ellos es
igual a la suma de los divisores del otro, como 220 y 284




En el siglo IV (A. C.), Euclides, un genial griego, logré reunir los principalos conocimien
su época. Tedo lo relacionade con la Aritmética, lo expuso en los libros VIl, VIII, 1X ¥ X

tos matemiticos de
de sus "Elemontos”,
Entre los curicsos datos aritméticos que se encuentran en esa pertentosa obra, aparece el m

'i'l'm 'd- résoly-

cién del Mixime Comin Divisor, que hoy llamamos de divisiones sucesivas,

MAXIMO COMUN DIVISOR CAPITULO XXI

MAIIHG COMUN DIVISOR de dos o mds nimeros es el
mero que los divide a todos exactamente.

Se designa por las iniciales m. c. d.

mayor nu-

Ejemplos

(1) 18 y 24 son divisibles por 2, por 3 ¥y por 6. 3Hoy algin nimero mayor
que & que divido o 18 y o 242 Mo. Entonces, 6 es el m.c.d. de 18 y 24.

(2) &0, 100 y 120 son divisibles por 2, 4, 5, 10 ¥y 20. No hay ningin nimero iH;Er
yor que 20 que los divida a los tres. Entonces 20 es el m. c. d. de 60, 100 y 120.

M. C. D. POR INSPECCION

v ] i £ f_"!
Cuando los niimeros son pequenios, puede hallarse muy Ficilmente
m.c. d. por simple inspeccion.

Coma el m.c.d. de varjos numeros tiene que ser divisor del me
de ellos, procederemos asi:

; 4 P 4 i 0%
Nos fijamos en el ndmero menor de los dados. Si éste divide a t?ddf
los demids, serd el m.c.d. Si no los divide, buscamos cudl es el mﬂﬂmﬂ
; i 3 ! i !

los divisores del menor que los divide a todos y éste sera el m. c. d. bus

210

_ L
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[ Ejemplos l

(1) Hollorelm.c. d. de 18,12 y 4

El numerc menor & divide o 18 ¥ al? e
(Z) Hallar el m. c. d. de 20, 90 y 70,

20 no divide a 70, 10 es el mg or divi

10 es el m. ¢c. d. de 20, 90 ¥ I-"g_ R, i T
{(3) Hallor el m. c. d. de 48, 72 y 84,

48 no divide o los demés. De los divi i
divide a 72y 6 84. 12 65 ol m g d::l;gr&;ﬂd:ﬂj!_!, E-i no divide o 84; 12

gobeselm. c d de 18,12y 6. R,

que divide a o0 Yy a 70,

> EJERCICIO 85

Hallar por simple inspeccién el m.c.d. de:

1 15y 30. R. 15. 7. 24 y 32. R. 8. 13. 16

s 8yl12 R 4 8 3.6y9 R 3 T : i

3 9yl18 R.9. 8. T.14y91. R T 16. 20, 28, 36 y 40.
4 2y 16 R. 4. 10. 18, 27 y 36. R. 9. 16. 15, 20, 30 y 80.
5 18y 24 R. 6. 11. 24, 36 y 72. R. 12 17. 28, 42, 56 y 70.
g 21y28 R. 7 12. 30. 42 y 54. R. 6. 18. 32, 48, 64 y 80.

1310) METODOS PARA HALLAR EL M. C.D.
Cuando no es ficil hallar el m.c.d. por inspeccién, éste puede ha-
llarse por dos métodos:

1) Por divisiones sucesivas. 2) Por descomposicién en factores primos.

. M. C. D. POR DIVISIONES SUCESIVAS

Se¢ pueden considerar dos casos: a) Que se trate de dos nimeros.
b) Que se trate de mas de dos nimeros.

M.C.D. DE DOS NUMEROS POR DIVISIONES SUCESIVAS

La regla para este caso se funda en el siguiente teorema.

flr_ﬂ
iLlj TEOREMA
El m. c.d. del dividendo y el divisor de una
Al del divisor y el residuo,
En efecto: En los principi

division inexacta es igual

de la divisihilid;d de-

Vi ivi ¢ una

G ramos que todo nimero que divide al dividendo sﬁﬂgglﬁg e

dnj-:ir“m mnexacta divide al residuo (246) y que m-dg gt R

. Sivisor y al residuo de una division inexacla d“[].-;: ;'lm ViR

T o tanto, odo factor comian del dividendo y € :I:::: o il e
n del divisor y el residuo; luego el m.c.d., que

os fundamentales
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de estos factores comunes, serid igual para el dividendo y ¢
para el divisor ¥y ¢l residuo.

En lo division 330 | B0 el m. c. d. de 350 ¥ BO as

[}
[ Ejemplo 0 4 i
también es el m. c. d. de BO y 30.

@REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL M.C.D. DE DOS
NUMEROS POR DIVISIONES SUCESIVAS

Se divide ¢l mayor de los nimeros dados por el menor, §j la divisign
es exacta, ¢l menor es el m.c.d. Si la division es inexacta, se divide el
divisor por el primer residuo; el primer residuo por el segundo residug,
¢ste por el tercero y asi sucesivamente hasta obtener una division X
El tltimo divisor serd el m. c. d.

‘ Ejemplos I
&

dll"l'imr 'fllle

{ 1) Hollar el m. c. d. de 150 y 25, 150
Fimc.ddelsdy25e2s. R 0

1 20 1 5

( 21 Hallar el m. c. d. de 2227 y 2125, 207 |N25 | 102 | 85 17
102 85 17 | 00

Elm.c.d de 2227 y 2125 es 17. R.

Si al hallar el m. ¢. d. encontramos un residuo que sea primo y lo divisidn s-
guiente no es exaclo, no es necesario conlinuar la operacion; podemos afirmar gue
el m. c. d. es | o sea que los némeros son primos enire 3.

2 |

3 5
Asi, al hallar el m. c. d. de 1471 y 4462, tenemos; 1471 442 _iﬁ__,i_[
g5 | 7| 1

Hemos encontrado el residuo primo 37 y la divisién siguiente no es exacho.
Digo que el m. c. d. es 1. En efecto: El m. c. d. de 1471 y 462 es el de
462 y BS y éste es el de B5 y 37. Ahora bien, como 37 es primo, el m. & ©
de 85 y 37 sélo puede ser 37 & 1; 37 no lo es porque la division de 85 enire
37 no es exocta, luego tiene que ser 1, es decir que 1471 ¥ 4472 son pnmaos
entre si.

» EJERCICIO 86

Hallar por divisiones sucesivas el m. c. d. de:

1. 137 y 2603.  R. 137. : p18. R 3T
2. 1150 y 125666. R. 1189 : AIH ; 1431.  R. 63
5.76 y 1710. R, 38, 11 803 y 1313. K. 10b
6. 93 y 2387, R. 1. 12. 19578 y 47190. R. T8

e 0, iy}

o

di
it
de
al
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19367 ¥ 33277. R. 107. :

:i a7207 ¥ 479200 R. 207. ﬂ E;Ség 3 ;ggfgl : ﬁﬁﬂﬂ-
" g8TI v 333505, K. 111. : 00 1 g

11 i;ﬁ:”_}. S E 1o %3 1002001 y 2136134. R. 11011.

4008004 y 4280276.  R. 4004,

@ TEOREMA
Todo divisor de dos nimeros divide a sum.c.d

=

0"

Sea el numero N que divide a 4 y B. Halle. Q 1@
B

mos el m.¢.d. de A y B llamando Q. 0y 6" ] X
3 Jos cocientes, By R a los residuos: / “RECR R

Vamos a demostrar que N divide a B*. que es el m.c.d. de 4 y B
En efector Si NV divide a A y B, dividendo y divisor de la primerz;
division, dividiri al residuo R, porque hay un teorema que dice que todo
nimero que divide al dividendo y al divisor de una division inexacta divi-
de al residuo (246). En la segunda division de B entre R, N que divide
al dividendo y al divisor, dividird al residuo R’, que es el m.c. d. de 4 y B.

Ejemplo El m. c. d. de 80 y 40 es 20. Todos los divisores comunes de
Li—l 80 y 60 como 2.1'52.&'-" 10 dividen @ 20. ﬂﬁ

TEOREMA

5i se multiplican o dividen dos nimeros por un mismo nimero, su
m. c. d. queda multiplicado o dividido por el mismo nimero.

Q 2 j&
Sean A y B los nimeros. Hallemos su m. c. d.: A | B iR e lh R
R | R |0 |

Vamos a demostrar que s1 A y B se muitiplical‘l 0 di\-‘idﬂ:l [.'H]'l' un m15I~
mo nimero n, R’, que es su m.c.d., también quedard multiplicado o di-
vidido por n, ' :
En efecto: Si A y B se multiplican o dividen por n, el residuo R que-
darj multiplicado o dividide por n, porque si el dividendo y el divisor
una division inexacta se multiplican o dividen por un mismo nuamero,
el resicun iyueda rllll|liplil'ill'.1u o dividido por dicho Hlflml'].‘ﬂ ﬂﬂﬂj En. ]:a
“Igu“dﬂ dll\"iSil'J". ¢l dividendo Ii1 Y el divisor R estin m.lllt_lplicﬂl:l{ﬁ‘ﬂ_‘l:?;;
diden por i, luego el residuo K’ también quedard multiplicado o dll‘lﬂ i
PN 1. Pero R’ es el m.c d. de A y B; luego, gueda demostrado lo que

Ros Proponiamaos,

Jr S—

Ejemplo
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M. C. D. DE MAS DE DO5S NUMEROS POR
DIVISIONES SUCESIVAS

La regla para resolver este caso es la contenida en el

613 reonema

Para hallar el m. c. d. de mis de dos nimeros por divisiones Suces;
se halla primero el de dos de ellos; después el de otre de los niim e
dados y el m. c. d. hallado; después el de otro niimero y el segundo py. cT
y asi sucesivamente hasta el dltimo nimero. El dltimo m, ¢, d. et m.f:.d'
de todos los nimeros dados. J

siguiente teoremg

Sean los numeros A, B, C y D. Halle-
mos el m.c.d. de 4 y B y sca éste d; halle-
mos ¢l de d y C y sea éste d'; hallemos el
de d’' y D y sea éste d”. Vamos a demostrar
qued” esel m.c.d. ded, B, CyD.____~

En efecto: el m.c.d. de 4, B, C y D divide a todos estos nimeros,
luego si divide a A y a B dividird a su m. c. d., que es d, porque todo divi
sor de dos nimeros divide a su m. c. d (313); si divide a d, como también
divide a C, por ser uno de los nimeros dados dividird al m. c. d. de d y C.
que es d’, y si divide a d’, como también djvide a D, dividira al m.c.d.
de d' y D, que es d; luego d” no puede ser menor que el m.c.d. de 4,
B, C y D, porque si fuera menor, éste no podria dividirlo.

Por otra parte, d” divide a D y a d’ por ser su m. c.d.; si divide a d,
dividird a C y a d, que son multiplos de d’, y si divide a d, dividird a 4
¥ a B, que son miltiplos de d, luego d” es divisor comun de 4, B, € y o
Pero no puede ser mayor que el m.c. d. de estos nimeros porque éste,
como su nombre lo indica, es el mayor divisor comun de estos nimeros.

Ahora bien: Si d” no es menor ni mayor queel m.c.d. de d, B, CyD:
sera igual a dicho m. ¢, d. Luego, d” es el m.c.d. de 4, B, C y D.

|_Ejemplo |

Hallor el m. c. d. de 4940, 4420, 2418 y 1092 por divisiones sucesivas.

& - i ﬂf.‘
Conviens empezar por los dos ndmeros menaores ya que se lerming "T."{" fﬁpl‘dﬂT'

i | 5

Haollemos ol m. ¢, d. de 2418 v 1092 T

i
e
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e N 1
Ahora hallomos el m. c. d. de 4420 y 78. ) pree .r__m = ;E
521:;“' 26 0
52
1 1%0
Ahora hallomos el m. c. d. de 4940 y 2¢. ™ Py _1'-5“_
s
000 |

El m. c. d. de 4940, 4420, 2418 y 1092 es 24. R

OBSERVACION

Al haller el m. <. d. de varios nimeros si alguno de los ndmeros dados as miltiple de
oiro puede prescindirse del mayor.

Asi, si queremos hallor el m. c. d. de 529, 1058, 490 y 2070, como 1058 es multiplo
de 529 prescindimos de 1058 y como 2070 es miltiplo de 690 prescindimas de 2070,
Mos quedamos con 327 y 690 y hallames el m. ¢. d. de estos nomeros que es 23.

23 serd el m. c. d. de 529, 1058, 490 y 2070.

3 EJERCICIO 87

Hallar por divisiones sucesivas el m.c. d. de:

1. 2168, 7336 v 9154. R. 8. 10. 770, 990, 1265 y 3388. R. 11.

2. 425, 800 y 950. R. 25. 11. 1240, 1736, 2852 y 3131. R. 31.

3. 1560, 2400 y 5400. R. 120. 192. 31740, 47610, 95220 y 126960. R. 15870.
& 78, 130 y 143. R. 13. 13, 45150, 51600, 78045 y 108489. R. 129.
5. 153, 357 y 187. R. 17. 14, 63860, 66340; 134385 y 206305. R. 155.
8. 236, 590 y 1239. R. 59. 15. 500, 560, 725, 4350 y 8200. R. 5.

7. 465, 651 y 682. R. 31 16, 432, 648, 756, 702 y 621. R. 27.

8. 136, 204, 221 y 272. R. 17. 17. 3240, 5400, 5490, 6300 y 7110. R. 90.

8 168, 252, 280 y 917. R. T. 18, 486, 729, 891, 1944 y 4527. R. 9.

@ TEQOREMA

~ Todo divisor de varios nimeros divide a su m.c. d.

~ Sea el niimero N que divide a 4, B, C y D. Vamos a demostrar que
N divide al m.c.d. de 4, B, C y D.

Hallémoslo: —

En efecto: Como que N divide a todos los ntimeros dados, dividird

Y B, si divide a estos dos nameros dividird a su m. C. d., que es d,

Prue todo divisor de dos naimeros divide a su m. c. d. (818). Si N divide
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a d, como también divide a C, por ser uno de los niimeros dados, diyiy;

al m.c.d de d y C, que es d', y si divide a d', como también divide a?
dividird al m. c.d. de d" y D, que es d”. Pero d” es el m.c. d, de 4, g
C y D; luego, queda demosirado lo que nos proponiamos, » &3y

5 Elm.c.d.de 100,150 y 75 es 25. El 5 st s
| Ejemplo l de estos nimeros divide Iuml:rililﬁnis.E"M'.I'!!d-'!''lh":“_n_":""“'&.C
TEOREMA

Si se multiplican o dividen mis de dos niimeros POr un mismo nyg,
mero, su m. ¢. d. quedard multiplicado o dividide por el mismo nimerg,

"i "
}rd._
Sean los nimeros 4, B, C y D. _ B.... a'...
HE“fI“GS s om. ¢.d.: - —.r'"f {:- : a”

Vamos a demostrar que si 4, B, C y D se multiplican o dividen por
un mismo numero n, su m. c. d., que es d, también quedard multiplicado
o dividido por n.

En efecto: Si 4 y B se multiplican o dividen por n, su m. c. d., d tam-
bién, quedard multiplicado o dividido por n (314). Si d queda multipli-
cado o dividido por n, como € también lo estd, el m. c. d. de d y C, que
€s d', también quedard multiplicado o dividido por n, y si @’ queda mul-
tiplicado o dividido por n, como D también lo estd, el m.c.d. de d" y D,
que es d”, también quedard multiplicado o dividido por n. Pero d"” es
el m.c.d. de A, B, C y D; luego, queda demosirado lo que nos prope-
T3S,

| Ejemplo |

El m. c. d. de 36, 48 y 60 a5 12.
5 dividimos 36+ 6=6, 48+ 6=8B y 80+6=10 y hollamos el m. ¢ d. de &
B ¥ 10 encontraremos que es 2 o sea 12 + 6.

TEQHEMA

Los cocientes que resultan de dividir ‘dos o mas niameros por U
m. €. d. son primos entre si.

Sean los ndmeros A, B y €, cuyo m.c.d. es d. Al dividir estos no
meros por su m. c.d., que es d, también d quedard dividido por si misma
porque si varios nlmeros se dividen por un mismo ndmero su m. ¢ ©
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queda dividido por diche namero B17).  Pera E- 1 Juego, 1 serd el
d

m.c. d. de los cocientes, o s,

‘ Ejemplo I

» EJERCICIO 88

1. Cite tres divisores comunes de los nameros 12, 94 y 44,

2 Diga, por inspeccidn, cudl es el m, e d, de : ;
et Tylli de 8, 9 y 10; de 25,

3. S 24 es el divisor y # ¢l residuo de una division inexacta, jserd 4 factor
comun del dividendo y el divisor? (Por quéy

4. 5i 15 es el dividendo y 12 el divisor, anerd 3 factor coman del divisor ¥
el residuoy  JPor qués

b Seendo 7 divisor coman de 35 y 140, serd divisor del m.c.d. de estos
dos ndmerost Por qués

B Serd 11 divisor del m.c. d. de 33 Y 4

T. Seri § divisor del m.c.d. de 18, 36, 54 y L0872 Por quér

B. Besel med de 32 y 108, sCudl serd el m.c.d, de 54 y 2167
8

B es el med de 18, 54 v 63 Cudl serd ¢l m.c.d. de 6, 18 y 217
Por quéy

0. Pueden ser 4 y i lon cocientes de dividir dos nimeros por sy m.cd.y

Que eston cocientes serin primos entre #f,

I. M. C. D. POR DESCOMPOSICION
EN FACTORES PRIMOS

@ TEOREMA

El m.c.d. de varios nameros descompuestos en sus factores primos
e el producto de sus factores primos comunes, afectados de su menor ex-
pomenite,

Sean los nameros A, By €, cuyo m.c.d. es D.
Dwidamos estn nameros por el producto de sus A
lactores primes comunes alectados de su menor P"'"
“xpomente, que Hamaremos P, y sean a, b y ¢ los
L ientey; o

Es evidente que los cocientes a, b y ¢ serdn primos entre si, porgque al
dividir Jos nimeros dados por P, que es el producto de los factores pri-
WA Cimnunes com s menor exponente, los codienies no tendrdn mis factor
“AnGn que

Mzﬂ Immﬁ dividir los niameros A, By € por P, su m. ¢ d,
U wambién ha quedado dividido por P, porque si se dividen varios ni

Egbr E-ﬁ.
f P




218 @ amiTmeETICA l

mMeros por otro, su m. . d. queda dividido por dicho nimerg (817); |

uego,

A D
el m. c.d. de los cocientes a, b ¥y € serd ;; pero sabemaos que el m.¢ g4

de estos cocientes es la unidad: luego, -E: 1y por lo tanto D=p =

que D, el m. c. d. de los nimeros dados A, B ¥ C. es igual a P, ¢] productg
de los factores primos comunes afectados de su MENor exponente,

REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL M. cC. D. DE VARIOS
MUMEROS POR DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS

Se descomponen los niimeros dados en sus factores primos. Elm, ¢ g
se forma con el producto de los factores primos comunes con su meng |
exponente,

1 Ejemplos I '

(1) Hallar el m. c. d. de 1800, 420, 1260 y 108.

1800 | 2 420 | 2 1260 | 2 108 2

900 | 2 210 | 2 430 | 2 542

450 | 2 105 |3 3153 7|3

22513 5|5 105 3 9/3
753 717 35(5 3|3
255 1[ 7|7 1|
515 1

1800 =29 x 3* x 82
20=22x%x3 x5x%x7.
1260 =22 x Fx5x7.
108 =22 x 38,

Para hallar el m. c. d. multiplicames el 2 que es factor comin por estar en
los cuatro descomposiciones, ofectado del exponente 2 que es el menor; per
3 que también esta en los cuvalre descomposiciones, afectado dei exponente 1
que es el menor; los demds factores ne se toman por no estar en fodas las
descomposiciones. Luege:

m. c. d. de 1800, 420, 1260 y 108=2?x 3=12. R

(2) Hallor el m. ¢. d. de 170, 2890, 204 y 5100 por descomposicién en factores.
Como 2890 es miltiplo de 170 porque 2890 + 170 = 17 y como 5100 es mil-
tiplo de 204 porque 5100 + 204 = 25 prescindimos de 2890 y 5100 y halle-
mos &l m. c. d. de 170 v 204, Tendremos:

170 2 204 2

85| 5 102/ 2 a

17]17 5113 med=2xX17=3 [
I 17117

1
34 o1 el m. c. d. de 170, 2890, 204 y 5100, R,
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Gu) METODO ABREVIADO

El m.c.d. de varios ndimeros [ror d‘-"”ﬂlllfﬂmit:iﬁﬂ en factores Pf]mm
puede hallarse vipidamente dividiendo al mismo tiempo todos los nime.
vos dados por un factor comin, los cocientes nuevamente por un factor
comun vy asi sucesivamenie hasia que los cocienles sean primos entre sf,
El m.c.d. es el producto de los factores comunes,

| Ejem plos I

{1) Hallar el m. ¢. d. de 208, 710 y 1690 por &l método obreviodo,

R 2 1=,

104 455 45| 13
8 a5 65

208, 710 y 1690 tenion el facter comin 2. Los dividimos entra 2 y obluvimos
los cocientes 104, 455 y B45  Estos cocientes tenian el factor comin 13, los
dividimos entre 13 y obluvimos los cocientes B, 35 y 65 que no fienen ningén
divisor comin., Elm, c. d. o3 2% 13=24. R.

(2) Hallar el m. c. d. de 3430, 2450, 980 y 4410 por el métedo obreviodo

3430 2450 980 4410 | 10
343 245 9R 1:5 7 mcd=10%x7=49. R

49 35 14 ?
/ 5 2

> EJERCICIO B89

Hallar por descomposicidn en factores primos (puede usarse el método
abreviado) el m. c. d. de:

1560, 2400, 5400 ¥ B600. R, 120,

1. 20y 80, R. 20. 14. 840, 60, 7260 y 9135 R. 15.
2. 144 vy 520, R. H. 16. 3174, 4761, 9522 y 12696, R. 1547,
3. 345 y ALO. R. b 16. 171, 442, H14 y 684, R. 171
4 19578 y 47190. R. 78 17. 60O, HE0, 725, 43560 y B200. R. 5.
b 33.77y121 R. 11. 18.  BOO, 2650, 4260 y 12750, R. A50.
B. 425, 8OO ¥y 950, R. 25. 18, 465, 744, 83T y 2511, R. 03
1. 2168, 7336 y 9144, R. A 20. 600, 1200, 18040 y 4800, R. 6,
B 54,78, 114 y 204. R. 2 21. 067,133, 632 y 1824, R. 15.
0. 320, 450, 560 y 600, R, 10, 22. 2040, 4202, 4761 y HAL, R. 529,
10. 858, 2088 v 3575, R. 144 23. 20629, HO44, HERT ¥ THE9. R, B4l
11. 464, 812 y A70. R. 0H. 24 DAL, 2821, 2418 y 10671 R. 1.
12. o8, 204, 392y 1176. R, 98 26. 2748, 0543, 16060, 1367 y 12601 R. 47.
13.

A



i

>
1.

G,

-

14,

11.

12.

14.

L . ST R A

EJERCICIO 90

Hallar el m. oo, de los sigmientes grupos de Neros:
a) 040 y 1060 b) D10, 400y B0 ) 600, Bago Y 060

hallando previmmenia I-.Hfm los lactores siimples y COMpuestog
e, d a) 30. b) 70. ) 230, de cady e
Se podein dividie tres varnillas de 20 cms, 94 cms, Y d0 cmy, g

de 4 cms. de Tongitad sin gue sobre ni talte nady entre cudy h“ll Mgy

i iy
Se tienen tres vardllas de G0 cms, 8O cins, Y LOD ems, e lon it poy

pvamente,  Se funeren dividie en il'{'llil-fll'u il la ITli!ltlIJl JHIIHllmJ sin
sobre e talte nada, Diga tres longitudes posililes s oy pedizg e
i . '
Siguiero dividie cuatro varvillas de 98, 48, 47 Y U6 e de Jopgi
wdaros de 9 oms, de longictud, jcudntos cms, labsrin e ¢|r,,jn.“
cadda varilla y codmtos pedaros obtendrinmos de cada unap

Un padre da a un hijo 80 cts, a otro 78 els. Y uootro G0 e, Para repar
cntre los lrulhu'r-, de modo -.![u-' todos den a cady pobre la mismg [ilillj;i :Ir
Ll es la mayor cantida que podedn dar o cada Pobre y cudnig I:."
pobres socorridos? R. O cts.: 44 pobires,

Uil oy
iar £n

Daos cintas de 36 metros Y A8 metos de longitud se Quieren dividiy o
pedazos iguales v de la mayor longitud  posibile, dLudl serd g longitu
de cada pedazo? R, 12 ms,

Gl serd la mayor longitud de una medida con g Qque se puedan medis
exactamente tres dimensiones de 140 metros, B metros ¥ HIN metros
R. 20 ms,

¢ tenen tres cajas que contienen 1600 libras, 2000 libras y 5392 libeas de
jaliin respectivamente, E jabon de cada caja estd dividido en blosguies
del mismo peso y ¢l mayor posible, Cudnto pesa cada blogue y codntos
blogues hay en cada cajaz  R. 16 Ibs.; en'ln 19, 100: en la 2t 16
en la 3%, 2192,

Un hombre tiene tres rollos de billetes de banco. En uno tiene $4500, e
otro $5240) ¥ ll.'n 1_-II tercero 36000, Si todos los billeies son .'"“'.Ih._‘ {dt! la
mayor denominacidn wosible, sowinto vale cads billete y cudntos billetes
hay en cada rollo « $20; en el 19, 226: en el g0 942 en el 39, 33
e duieren envasur 161 kilos, 269 kilos y 207 kilos de plomo en tres
tajas, de modo que los bloques de plomo de cada chja tengan el mismo
i“_‘;‘“ Y €l mayor Posible, sCuinto pesia cada pedazo de plome y cudnios
“aben en ';"l'r' ”']""" K. 28 iilt}!; i la |'||‘ T8 en I,-. 'J,“. ||; rn la &% ﬂ.
Una persong Camina un namero exacto de pasos andando G40 cms, 800 0%
y .I{HI{} ems. dGudl es la mayor longitue posible de cada paso? R, B0 cn
dCuil es la mayoy longitud de upg regla con la que se puede medir exie

Lamenie ¢l J-_”““ ] ; . L RS Cile largoe ¥
595 cms, e umhr:; dll-ll'::h;-lll'n'Iltl'll'ﬂ..nll Wikigie tene SO0
yor $16000

Compré cierg numero de teag J
: - trajes por $2000. Vendi una parte |
:_::::'";::”" ‘I‘“I“ :'Hji' lis mi{nmf que me habia costado, Hallar ﬁ:.::sllﬂ,ﬂ:r
LLE LR o (R T Lraie ' . . T LLH
. $80; quedan II." AEY enoese supuesto, geudntos tajes
Se tienen trey extlensiones de low de super
T : d JOTH, I6TH y 2276 metros cundrados 9v S
:;;," .'“;_lmm'*'""““"' Y se quieren divic IrJ 1-.|J:|.JI pareelas dguales. ‘f"'l:";:l
e ok Superficie de cady parcels piura que ol ndmero de pare
CAda una sea el menor IHniIIIIr-P R, 176 m.*
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@H.ﬁLLAH LOS DIVISORES COMUNES
A DOS O MAS NUMEROS

Low divisores comunes de dos o mds ndmeros son divisores del m.c d,
de estos numeros, porgue todo divisor de dos o mias nameros divide a su
m. c.d. (313 y 316). Por tanto, para hallar los divisores comunes a dos o
mds nomeros, hallaremos el m. o do de eston nimeros y luego los factores

,.implr.'- y comnpuestos de este m, o, d,, Y eston factores serin los divisores
comunes a los mimeros dados,

‘ Ejemplos I

Hallor los loctores comunes o 180 y 252,

Mallemas &l m. ¢, d. de silos ndmanos -

Ahora hollames los laclores simples ¥ compuestos de 36

36| 2 36 = 7 % 34,

18| 2 i 9 4
213 g 92 S _]?_
«? 3 #l3 9 18 2

> EJERCICIO 91
Hallay lon Lactores comunes a
1L 18y 72 R. 1,2 0.0, 0y18 '
2. 40y 200, R, 1,2 4 & 8 10, 20 v 40.
3. IMy T2 . 1,2, 4 & 0, 8 12, 10, 24 v 48,
4 Wy 210, R, I, 2 8 5 610, 10y 30.
B oy 225 R. I, W 1hy 4
6 147 y 245 R. 1. 7Ty 40
T 420 y won, R, 1,02, 4 0 W 10, TG 20, 32, 40, 80 y 100,
B. 215 v 525, K. |, 40, T 158, 21, 86 v 100
9. 450y 100, R. 1, @ ik i b 10, 1D, 25, i B0, 76 ¥ 160:
10. 6, Hé vy 140, R, 1.2 4,7 4y s
L. 120, um y 460, R, 1,2 0 4 0 0 000, 02 16, 20, 30 v BD.
12. 204, 510 y 459, R, 1,4 17 ¥ Ol

13, 400, 500, 360 y 250, [ PR PR RO [ 0
23,018, 2ig y M0, R 1, 8 0BT y AL




Mo se olvidd Euclides en sus "Elementos”, de ofrecer un método para la resolucién del Minimo Comn Ml
tiple (M. C. M.}, de dos nameros. Para resolver el M. C. M., Euclides propuso la siguiente regla; “'El products
de dos nimeros dividido entre ol M. C. D. de ambos nimeros, da ol Minimo Comin Miltiple". Como B8 vark,

este procedimiento resullaba mis trabajosc que el que utilizamos en la actualidad,

MINIMO COMUN MULTIPLO CAPITULO xxn

MULTIPLO COMUN de dos 0 mds niimeros es todo nimero que con-
tiene exactamente a cada uno de ellos.

Asi, 40 es multiplo comin de 2¢ y 8 porque 40 contiene a 20 dos ve-
Ces y a B cinco veces exactamente.

90 es multiplo comin de 45, 18 y 15 porque 90 + 45 =2, 80 +18=0
y 90 + 15 =6, sin que sobre residuo en ninguin caso.

@ MINIMO COMUN MULTIPLO de dos o mds nimeros es ¢l menor

nimero que contiene un nimero exacto de veces a cada uno de ellos.
, Se designa por las iniciales m. ¢. m,

: ‘ E jemp!m I

(1) 36 contiene exactamente a 9 y o & 18 fambién conliene exactamente o 7
y a b a 8
gHay algin nimere menor que 18 que conlengo exaclamente a § ¥
Mo,  Enlonces 18 es 8l m, ¢ m, de 7 y &,

20 no
(2) 40 us divisible por 2,3y 4 48 lambién, 24 tambign y 12 tambien. En:;ﬂq“
heyy ningin nimare menor que 12 que sea divisible por 2, 3 ¥ 4 torcipurs
12 &5 ol m. £, m de 2,3 y 4.

222
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@M'”'Mﬂ COMUN MULTIPLO POR INSPECCION

La teoria del m.c. m. es de gran im portancia por sus numerosas apli-
cac1ones.

Cuando se trata de hallar el m. c. m. de nimeros pequenos este pue-
de hallarse muy facilmente por "-lmplf inspeccion, de este modo:

Como el m.c.m. de varios nimeros tiene gque ser miltiplo del ma-
yor de ellos, se mira a ver si el mayor de los nimeros dados contiene exac-
amente a los demis. Si es asi, el mayor es el m.c.m. Si no los con-
riene, se busca cual es el menor maltiplo del niimero mayor que los con-
tiene exacltamente y éste seri el m. ¢c. m. buscado.

| Ejemplos I

(1) Hallar el m. c. m. de 8 y 4.
Como el mayor B contiene exactamente o 4, Besel m. c. m. de 8 y 4. K.

{2) Hallar el m. ¢. m. de 8, 6 y 4.
8 contiene exactomente a 4 pero no o 6. De los miltiplos de 8, BX2=16
no contiene exactamente a &, 8 X 3= 24 contiene exactamente @ & y 4.
24eselm. c.m de B Sy 4 R

{3) Hallor el m. c. m. de 10,12 y 15.
15 no contiene a los demas; 152 2=30 no contiene a 12; 13X 3 =45
tampoco; 15 % 4 = 60 contiene cinco veces a 12 y 6 veces a 10. &0 es el
m. c. m. de 10, 12 y 15. R

- EJERCICIO 92
Diga, por simple inspeccion, cudl es el m.c.m. de:

L. Tyl R. 14 16. 30, 15 y &0. R. 60.
2. 9y 13 RoIE. 17. 121, 603 y 1210. R. 1210.
3 3 6y 12 R. 12 18. 2,6y 9 R. 18.
4 5 10 y 20. R. 20. 19. 5, 10 y 15. R. 30.
b £ 8 16y 32 R 32 20. 3, 5 y 6. R. 30.
6. IH 20, 40 vy 80. R. 80. . L3y R. 18.
T. 26,18 y 36. R. 36. Lo B B 1 R 12
8. 3. 13, 75 vy 375. R. 370. 23. 2, L5y 6 R. 30.
A T R. 12 24. 3, 4, 10 y 15. R. 60.
10. 8 y 10. R. 40. 25. 4, 5, 8 y 20. R. 40.
11. 8 y 15. R. 45. 2. 2,5, 10 y 25. R. 50.
12. 14 y 21. R. 42. 97. 4, 10, 15, 20 y 30. R. 0.
13. 12 ¥ 15. R. 30. 28. 5,10, 15, 30 y 45. R. 90.
14. 16 v 24. R. 48 20. 2, 4, 10, 20, 25-y 30. R. 300.
15. 21 y 28. R. H4. 30. 7, 14, 21, 35 y T0. R. 210.

f METODOS PARA HALLAR EL M.C. M.

Cuando no es facil hallar ¢l m. ¢, m. por simple inspeccion por no
T pequefios los nimeros, éste puede ser hallado por dos métodos:

9 Par el m.c.d.  2) Por descomposicién en factores primos.
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. M.C.M POR EL M.C.D

i r'lllt'\-qll-" |.Il”'-|||.1|-|.||‘ I'Il'q L LTRT |1' f!“ll Wit Ili"-'.. i.I.. |l”‘ “I.”l"I|
hi) tJlll s brate dle ooy de dlos ndomeros

M.C.M. DE DOS NUMEROS POR EL M. C. D,

L reghe para este coso e tunda en el MU teare

fim,

-

la TEOREMA

ELomocome de dos ndmeros ex dgusl o s producto divididg [
sueom, il

En elecw: El producto de los dos ndmeros dados Sl g
i de wnmilios, poes contendeid o cada Tactor iy veces Como uinidailes
tenga o otres S dividinies este procucto: por un Lactor comin o s tliss
mimeros dados, el cociente seginird siendo tiplo comain de los dos i
meros didos, aungue menao gque el wnterior; luego, sidividimos el s
TR pov el mayor Lo coman de los dios muneros o, (e en s
m.e.d, el coriente serd tnbicn rrll'lluplu commn de los dios v ool meno

posihle,

REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL M. C. M,
DE DOS NUMEROS POR EL M. C. D,

Seomultiplican los nameros dados y s divide este producto por el
m. ¢, d. de ambos, El cociemie serd ¢l mv, oo m.

‘ E jemplos I

L) Hallor el m. ¢, m. de 84 y 120 por ol m, ¢ d,

Hallemes ol m. ¢ d., 20 | 84 | m, ¢ d. = 12
4 T L
A | l. -I'nl ||,:.. 1]

120 % B4 ,
El m. ¢, m, sards _mi?-- =20 = 7 o B0, R

Obnérvase que para dividir el producio 120 < B4 por 12 basto divdi uno de
los loctores, por sjemplo 84, por 12,

(2 Hallar ol m, ¢, m, do 28 ¥ A0

A%

Hallemes ol m. ¢, i

:';Ilatiuﬂ

” 0 2380 R
34 290 = )

Bl m, eom de 238 y 340 sord)
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CASO ESPECIAL

Si los dos nimeros dados son primos entre s
ducto, porque siendo su m. c.d. la unidad, af div;ﬂ
queda igual.

Asi, el m.c. m. de 15 y 16 que son pri
? : ' pPrimos entre si, serd 15 % 16 =240
El m.c.m. de 123 y 143 serd 123 x 143 = 17589. R. -

el m.c.m. es su pro-

ir su producto por 1

» EJERCICIO 93

Hallar, por medio del m. c. d., ¢l m. c. m. de:

1. 8y09 R. 72 13. 80 y 120. R. 240).

2. 36 y 37. K. 1332 14. 96 y 108. R. B64.

3 9Gy97. R. 9312 16. 104 y 200. R. 2600.

4. 101 y 102. R. 10302. 16. 125 y 360. R. 9000.

¥y 2l L Rodn 17. 124 y 160. R. 4960.

6. 15 y 45 R. 45. 18. 140 y 343. R. 6360.

7. 456 y 90. R. 90, 19. 254 y 360. R. 45720.

8. 100y 210. R. 210 20. 320 y 848. K. 16960.

8. 109 y 327. R. 327. 21. 930 y 3100. R. 9300.

10. 12 y 40. R. 120. 23. T8H6 y D293 R. 73005808.

11. 16 y 30. R. 240. 23. 9504 y 14688. R. 161568.

12. 12 y 44. R. 132 24. 10108 y 15162. R. 30324.

26. El m.c.d. de dos nimeros es 2 y ¢l m.c.m. 16. Hallar el producto de
los dos nimeros. R. 32.

28. El m.c.d. de dos nimeros es 115 y el m.c.m. 230. ;Cuil es el producto

de los dos numerosr R. 26450

27. El m.c.m. de dos ndameros es 450 y el m.c.d. 3. Si uno de los nimeros
es 18, scudl es el otro? R, T5.

28. El m.c.m. de dos nimeros primos entre si es 240. Si uno de los nimeros
€s 13, scudl es el otro?  R. 16

M.C. M. DE MAS DE DO5S NUMEROS POR EL M. C. D.

La regla para este caso se funda en el siguiente teorema.

@TEQIEML
El m.c. m. de varios nimeros no se altera porque se sustituyan dos
de ellos por su m. c. m.

Sean los nameros A, B, € y . Hallemos
€l m.c.m. de A y B y sea éste m; hallemos el
de m y € y sea éste m'; hallemos el de m' y D
Y s€a éste m”’, Vamos a demostrar que m' es
elmcm de 4, B Cy D




226 @ aAmiTMETICA

En efecto: Todo mialtiplo coman de A, B, ¢ y 1, por serlg en pay.
ticular de A y B, seri miiltiplo de su m.c.m. m, porque todg miultip]q
de dos ntimeros es -.m]lli]tln de su m.c. m. Por otra parte, wodo ml.'tltipl.,
comun de m, € y D, por serlo en particular de m, lo sers de sus divisores
A y B, luego serd multiplo comian de 4, B, € y L. Por lo tanto, A B
Cy D uenen los mismos mudltiplos comunes que m, Cy D; luego el m, ¢ m,lr
que no e¢s sino el menor de estos multiplos comunes, seri el MISMO parg
A B, CyDqgue para m, Cy D.

."i-_';_l,t'lll CSL0, EJH[lL‘I]:Im sustituir A ¥ b PUr U m. c, in., QUE €5 M m v O
los podemos sustituir por su m.c.m., que es m’, fuedando solamente e
y L. Elm.c.m. de m’ y D, que es m”, serd el m. c. m. de 4, B, ¢ y D.

@REEI.A PRACTICA PARA HALLAR EL M. C. M. DE MAS
DE DOS NUMEROS POR EL M. C.D.

Se halla primero el m.c. m. de dos de ellos, luego el de otro de los
numeros dados y el m. c. m. hallado, despucs el de otro de los nimeros
dados y el segundo m. ¢. m. hallado ¥ asi sucesivamente hasta el Gliimo
namero. El altimo m.c. m. serd el m. c. m, de todos los niimeros dados,

51 alguno de los nimeros dados es divisor de otro, puede suprimirse
al hallar el m.c. m. La operacion con los restantes se debe empezar por
los mayores, ya que se termina mas jrronto.

‘ Ejemplo I

Haoller el m. ¢. m. de 400, 350, 180, 54 y 18.

Como 18 es divisor de 54 y 180 de 360, prescindimos de ambos y nos guedames
con 400, 350 y 54

Hallemos el m. c. m. de 400 y 340

b

400 < 340
A0
Hallemos el m. c. m, de 3400 ¥y 54:

3400 = 54
'—F—:HWHE = 10800

40| m. c. d. =40

=10 x 350 = 3800 400
40

s el sg-

£ 8

10800 es ¢l m c. m. de 400, 340, 180, 54 y 1B. R.

CAS0 ESPECIAL

Si les nimeros dados son primos dos a dos, el m. ¢. m. es su producto,

porque 1 es el m.c.d, de dos cualesquiera de ellos,
Asi, por ejemplo, el m. . m. de 2, 3, § ¥ 17 sern}

eXdxbx17T=510. R,
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» EJERCICIO 94

Hallar, por medio del m,c.d, el m.c.m. de:
2, 3y1] R. 66. 12. 9,12, 16y 25,

1 v
g 7.89y14 R. 6662, 13. 16, 84 y 114. :: ;E
3. 15,20 ia R. 75. 14. 110, 115 y 540. R. 136620
4 2.4.8y 16. R. 16 15. 210, 360 y 548, R. 345240,
| - | .
| 5. 5, 10, 40 y BO. R. 80. 16. 100, 500, 2100 y 3000, R. 21000
8. 7.14,28 y 56. R. 56. 17. 56, 72, 124 y 360. R. 1312:}2
7. 15,30, 45 ¥ 60. R. 180, 18. 105, 306, 405 y 504. R. 385560,
8 3.5 15 21y42 R. 210. 19. 13, 91, 104 y 143. R. A008.
B 100, SO0, 500 y 900. R, 7200. 20. 58, 85, 121, 145 v 154. R. 4175710.
10. 15. 30, 60 y 180, R. 180. 21. 108, 216, 306, 2040 y 4080, R. 36720.
11. 8 10,15y 32. R. 480. 22. 33, 49, 165, 245 y 343. R. 56595
| Il. M. C. M. POR DESCOMPOSICION EN FACTORES

-

TEOREMA

El m. c. m. de varios niimeros descompuestos en sus factores primos es
igual al producto de los factores primos comunes y no comunes afectados
de su mayor exponente.

A=93w 33w h
B=%x3twitxT,
C =2 2x38%]11

Sean los ndmeros A, B y C que descompuestos
en sus factores primos equivalen: i sDemin

Vamos a demostrar que ¢l m.c.m. de A, By C serd 222 P x5 xTx 11,
Para demostrar que 2! X F XX T X 11 es el m.c.m. tenemos que
demostrar dos cosas: 1) Que es comin multiplo de 4, By €. 2) Que es

el menor comin multiplo de estos nliimeros.
En efecto: El producto 20 x 3% x 5% x 7 X 11 es comin maltiplo de
A, B y € porque contiene todos los factores primos de estos nimeros con
iguales o mayores exponentes, y es el menor maltiplo comin de 4, By €
Porque cualquier otro producto menor habria de tener o algin factor pri-
miy clg MENGS, en cuyo caso no seria llllirli[}lll del niimero fque contuviera
4 ese factor; por ejemplo, el producto 2* X 3* x 5 X 7 serd menor que
&AW x5 27 211, pero no serd maltiplo de € porque no contiene el
factor primo 11 que se halla en la descomposicion de € o teniendo los
msmos factores F..ri[n:_;;gI ;JIHIIHH estari elevado a un L'HlHIIIL'I'Il[‘ Imenoer, en
r Cuyo caso no serfa maltiplo del namero que contuviera ese factor clwndf}
a un exponente mayor; por ejemplo, 20> 3% < 52 % T X 11 no seria multis
plo de B porgue el factor primo 2 esti elevado en este Iprudl.u:ll..'- a ifl tFr-
Cera potencia, y en el ndmero B estd a la cuarta potencia.  Luego, s1 nin-
Bn otro ndmero menor que el producto 20 X080 x 52 x 7 x 11 puede ser
comiin maltiplo de A, By C, el producto 20 % 3 < 3 % T % 11 es el m.c.m.

de los nameros dados,
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@HEGLA PRACTICA PARA HALLAR EL M. C. M. DE YARIOS
NUMEROS POR DESCOMPOSICION ENM FACTORES PRIMOS

Se descomponen los niimeros en sus factores primos
forma con el producto de los factores pPrimos comunes ¥y n
tados de su mayor exponente.

( Ejemplos l

(1) Hallar el m. c. m. de 50, 80, 120 ¥ 300.
A2 8G | 2 [

o
=]

‘ 300 | 2
25|5 40 | 2 &0 | 2 150 | 2
3|3 20 | 2 30 2 7513
1 102 153 25
3|5 2|3 514
& 1 |
N=2 x5,
Bl=2 x 5.
120=22 x 3 x 5.
300 =2%x 3 x 5

El m. c. m. estarg formade por el foctor prime 2 elevado o su mayor expo-
nente que es 4, multiplicado por el factor prime 5 elevado g su MOYor expo-
nente que es 2, multiplicodo por el factor primo 3, elevado o su mayor ex-

ponente que es 1. Luego
m. c. m. de 50, 80, 120 y 300 =2% % 52 x 3= 1200. R

{Z2) Hallor el m. ¢. m. de 24, 48, 56 y 148.
Como el 24 es divisor de 48 y 36 de 168, prescindimos de 24 y 56 y hallo-
remos solamente el m. c. m. de 48 ¥ 168, porque todo miltiple comin de
estos nimeros serd miltiplo de sus divisores 24 ¥ 56

28 |2 148 | 2

24 |2 B4 |2 48 =2 x 3.
12 |2 42 |2

6|2 21 |3 168B=22x3x7
33 ?|?

1 |

mem=2xIx7=3%
336 serd el m. ¢. m. de 24, 48, 5 y 148. R.

@ METODO ABREVIADO

El m.c.m. por tdescompaosicion en factores se puede hallar mis répt
damente de este modo: g I

Se divide cada uno de los nimeros dados por su menor divisor; 1
propio se hace con los covientes hasta abtener que todos los cocientes sean 2.
El m.c.m. es el producto de 1odos los divisores primos,

y el M. C. m, [
0 comunes afp,,

e
(= W . N R

- W

S R T
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{ 1) Hallar el m. ¢. m. de 30,
&0 y 190 por el método
abreviado. Prescindimos 15
de 3 divisor de &0 y te-
nemaos:

g8

= L
—
0

_zmﬂma
L S

El numero que no es divisible por un factor primo se repite debajo como se
ha hecho dos veces con 95.

( 2) Hallar el m. . m. 36 MO T
de 340, 480, 500 y _ 180 240 250 300 2
400 por el método 0 120 125 150 2
abreviado. 45 &0 125 75| 2

45 I 75| 2

45 15 15 75| 3

15 5 15 25| 3

5 5 125 25| 5

1 1 25 51 5
5 1|5
1

» EJERCICIO 95

Hallar por descomposicion en factores primos (puede emplearse el método
abreviado), el m.c. m. de:

1. 32 80. R. 160. 11. 14, 28, 30 y 120. R. 840.
2. 46 y 69. R. 138. 12. 96, 102, 192 y 306. R. 4792.
3. 18, 24 y 40. R. 360. 13. 108, 216, 432 y 500. R. 54000.
4. 32, 48 y 108. R. 864. 14. 21, 39, 60 y 200. R. 54600.
6. 5 7,10 y 14. R. 70. 15. 81, 100, 300, 350 v 400. R. 226800
8. 23 6 12 y 50. R. 300. 16. 98, 490, 2401 y 4900.  R. 240100.
' 100, 500, 700 y 1000. R. 7000. 17. 91, 845, 1690 y 2197.  R. 153790.
5. 14, 38, 56 y 114. R. 3192. 18. 529, 1058, 1587 y 5290. R. 15870.
1?. I3, 19, 39 y 342. R. 4446. 19. 841, 1682, Eﬁg 95 515{;94?2,3 R. 35322.
0 - . & g ; i P ;

15, 16, 48 y 150. R. 1200. 20. ?43353%3}4»1 ¢ o140,
> EERCICIO 96
L Con 1y c1s., spodré comprar un NUMEro €xacto de lipices de a 3 cts. ¥

4 5 cts.?

L Con g9 s, spodré comprar un nimero exacto de lipices de a 3 cts,
T8y 6 ety cada uno? #Cudntos de cada precio?

¢Con qué cantidad, menor que 40 cis., podré comprar un numero exacto
Manzanas de a 4 cts., 6 cts. y 9 cts. cada una



u

10.

11.

13.

13.

14.

16.

16.

17

- FRATIE Y FE T T .

Puede Ud, wener G0 cts, en pietas de cinco, diey ¥ veinile Contuvon
Lol es L menom U de dinero (ue s ].luﬂh* lener en Plezas de Elnu_.'
dhies ¥oONeIle centavioss ;
cbavidl es T menor sunma de dinero que se pucde wener ep Billetey

32, de a 35 o de a 320 y cwdntos billetes de cada denominigigy harjy
Ldta en cada caso? 9
Hallar la menor distancig que se puede mediy exactamente

CON gy
de & de 5 o de 8 jres de Lo, R. 40 [ . l’(‘ﬂla

dCual es la menor suma de dinero con que se puede Comprar up Nmepg
exacto de hibros de a 84, 3 u 35 cada Ung ¥ cuwidntos libives e cady
precio podoi comprar con esa suma; R, P20 40 de 33, 30 de §4, o
de 85 ¥y 15 de 38,

Pava comprar un ndmero exacto e docenas de pelotis de g g e, la
docena o un ndmers exacto de docenas de Bipices a 60 s, la doceng,
geuidl es la menor suma de dinero necesavia? R, $2.40,

Ll es la meno cantdad de dinero lru- NECesilo pritra COmprar yy
numero exacto de trajes de a $30, $45 o 350 cada Wi si quier que en
cada caso e sobren §957 K. $475.

dludl es L menog capacidad de un estangue que se puede lenar en un
numero exacto de minutos [pe cu.‘uhlliuj:-r;: de tres Haves que vierten: g
1%, 12 livos o miuuln; la 2%, 18 litros Por minuto Yy la 3%, 20 litros
[Or minuto? K. 180 litros,

dCual es la menor capacidad de un cstiangue que se puede lenar en un
numero. exacto de sepundos  por cualguicr tfi:: tres Ilaves que vierten:
la 1%, 2 litrus por segundo; la 20, 40 litros en 2 osegundos y la 49, 48 litros
en 3 segundoss R, 240 litros,

Hallar <la ywenm capracicad posible de un depdsito (que se puede llenar
ENun numero exacto de minutos abriendao simultdneamente tres laves
que vierten: la 13, 10 livos Por minuto; la 2%, 12 litros por nunuto |y
la 3% 30 litros Por minuto, y cuintos minutos tardaria cn Nenarse.
R. 52 litros; 1 min,

Cual serd la menor longitud de una varilla que se puede dividir en peda-
08 de 8 cms, 9 cns. o 15 cmns. de longitud sin que sobre ni falte nada
Y ocuintos pedazos de  cady longitud s¢ podrian sacar de esa varilla?
R. 360 cms.; 45 de 8, 40 de 9 y 24 de 5,

Hallar el menor nimero de bombones NCCESArio para repartir enire (res
clases de 9y alumnos, 25 alumnos o 0 alumnos, de modo que cada
alumno veciba up namero exacto de bombones y cuantos bombones rec
bird cada aluning de |y 1%, de la 20 o de la 3% clase, R, 300 bomb.
de la 1%, 15; de 1a 93, 12; deo 1 3,10

res Eﬂlfus Mrancan juntos en una carrera en que la pista es 1:4".:
lar. 81 el primero tarda 10 segundos en dar una vuelta a la "’H'ﬂ_
wigundo 1) segundos ¥ el tereero 12 stpundos, gal cabo de cu ﬂl“_*m‘
BUNdos  pasarin junios por Ia linea de salida y cudntas vueltas ha ;
dado cada uno ¢y exe tempor R, G s, w11 ming el 19 06
29, 60, el a°, &b, ey
Tres aviones salen (e Uha misma ciudad, el 19 cada 8 dias, el 29 zudc
10 dias 'y el 39 cada 20 diuy, Si silen juntos de ese avropuerto ¢l dia salir
enero, jeudles serdn las dos lechas I'IIiL proximas en que volverdn @
Juntost (el afa no ey bisiesta), R, 1 de febrero y 23 de mareo.
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El arigen de las fracciones comunes o quebrados es muy remoto. Los babilonios, egipcios v grieges han

dejade pruebas de que conocian las fracciones. Cuande Juan do Luna tradujo al latin, en el sigle MU, I Arits

metica de Al-Juarizmi, ampled fractio para traducir la palabra drabe al-kasr, que significa quabrar, ramper.
Este uso se generalizé junto con la forma ruptus, gue preferia Leonardo de Pisa.

NUMEROS FRACCIONARIOS. CAPITULO XXI"
PROPIEDADES GENERALES

'@ AMPLIACION DEL CAMPO DE LOS NUMEROS.
NUMEROS FRACCIONARIOS

Hemaos visto (12) que las cantidades discontinuas o pluralidades, como
fas manzanas de un cesto, estin constituidas por clementos naturalmente
Parados unos de otros, mientras que las cantidades continuas, como L
longitued de una sala, constituyen un todo cuyos elementos no estin natu-
ralmente separados entre si.

La medicion de las canudades continuas y las divisiones inexactas han
LG que se amplic el campo de los numeros con Ll introduccion de Jos
numeros fraccionarios.

1

. 337) 4EDIDA DE CANTIDADES CONTINUAS. UNIDAD
PRINCIPAL Y UNIDADES SECUNDARIAS
Para medir una cantidad  continua, por cjemplo I longitud  del
“Bmenio AR (Ligura ), se chige una longicud  caalguiera, por ejem
Pl 1a bemgituel del segmoents 1)
| LE5 LT

Funidad cde medida, vy oesta o A=t e Comee 1}

23] ’ FlGuEAa 34 _I

oumidad pringipal.
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Para realizar la medida transporiamos el segmento unidad C

i CONge.
cutivamente sobre el segmento AR a parur de uno de sus extremos y ep.
contramos que el segmento AB contiene tres veces exacltamente al segmen,.

e €D, o sea, que la medida del segmento A8 es 3 veces la unidad Pring;.
pal o segmento CL). Pero no siempre sucede que la unidad [H“J'nf.'ipa! esté
contemida un nimero exacto de veces en la cantidad que se mide,
Asi, por ejemplo, si queremos medir la longitud del segmento N\
o 3 Ui ik A {t:u.{m':l 43) siendo la unidad prin.
cipal ¢l segmento €D, nos encon,
tramos, al transportar CD sabye
NM, que éste contiene 3 veces
a GOy nos sobra el segmento PM.  Entonces lomamaos coma
| FIGURA 35 | unidad de medida la mitad de €D (unidad secundaria) y |le.
— vilndola sobre NM o partir del extremo N, vemos (que  estd
contenida 7 veces exactamente en NM. Entonces decimos que la me-
dida del segmento NM es 7 veces la mitad del segmento G, o sea,
s de CD.
Como se ve, ha habido necesidad de introducir un nueva numero, el
numero fraccionario 7/, en el cual el 2 (denominador) indica que la uni-
dad principal que es la longitud de GD se ha dividido en dos partes igua-
les, y el 7 (numerador), que NM contiene sicte de estas partes.  Del propio
modo, si queremos medir la lon-
gitud del segmento EF (figura 36)
siendo €D la unidad principal,
nos encontramos, al tr:s.mpﬂr!nr
LD sobre EF, que este segmento
es menor que la unidad princ-
pal €. Si tomamos como uni-
s el e 'F dad la mitad de €D, linea a), ©
su tercera parte, linea &), y las llevamos sobre £F, vemos que
€sle segmento no contiene exactamente a estas unidades secun-
- darias. Tomando como unidad de medida la cuarta parte de {I.ﬂ.
linea ), vemos que ésta estd contenida tres veces exactamente en EF. En
tomces decimos que la medida del segmento EF es 3 veces la cuarta parte
de CD, o sea, ¥/, de CD. Viase que en ¢l namero fraccionario */, €l de-
nominador 4 indica que la unidad secundaria que se ha empleado es fa
cuarta parte de la unidad principal, y el numerador 3 indica las veces que
EF comtiene a dicha unidad secundaria,
En resumen: Unidad principal es la unidad clegida y unidades lﬂﬂf“'
darias son cada una de las partes iguales en que se divide la unidad priv
cipral.

E. #* n H R e SR BLC [ — H
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nsczsmm DEL NUMERO FRACCIONARIO
EN LAS DIVISIONES INEXACTAS

Otra necesidad del empleo de los nimeros fraccionarios la tenemas en
Jas divisiones inexactas,

La division exacta no siempre es posible, porque muchas veees no
existe NINGUN NUMEro entero que multiplicado por el divisor dé el divi

dendo. Asi, la division de 3 CNLTe 5 no es exacta porque no hél]f ningfm
pumero entero que multiplicado por 5 dé 3.

Entonces jcomo expresar el cociente exacto de 3 entre 57 Pues tini-
camente por medio del nimero fraccionario 3/,

Del propio modo, el cociente exacto de 4 entre 7 se expresa 4/; y el
de 9 entre ) se expresa %/,

Lo anterior nos dice que todo nimero fraccionario representa el co-
cienie exacto de una division en la cual ¢l numerador representa el divi-
dendo y el denominador el divisor.

NUMERO FRACCIONARIO O QUEBRADO es ¢l que expresa una o
varias partes iguales de la unidad principal.

5t la unidad se divide en dos partes iguales, estas partes se |laman
medios; si se divide en tres partes iguales, estas partes se llaman’ tercios;
€n cuatro partes iguales, cuartos; en cinco partes iguales, quintos; en seis
partes iguales, sextos; etc.

TERMINOS DEL QUEBRADO. 5U CONCEPTO

Un quebrado consta de dos términos, llamados numerador y deno-
minador,

El denominador indica en cudntas partes iguales se ha dividido Ia
umidad principal, y el numerador, cudntas de esas partes se toman.

Asi, en el quebrado tres cuartos, :4. el denominador 4 indica que la
unidad se ha dividido en cuatro partes iguales, y el numerador 3, que se
han tomado tres de esas partes iguales.

En el quebrado siete novenos, }, el denominador 9 indica que la uni-
dad se ha dividido ¢n nueve partes iguales, y el numerador 7, que se han

‘omado siete de esas partes.

Para escribir un quebrado se escribe el numerador arriba separado por
Una raya oblicua u horizontal del denominador.  Asi, cuatre guintos se

I : [ ]
N ':“ “‘J’,- cinco octavos se escribe =0 ;'
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@ NOMENCLATURA

Para leer un guebrade se enuncia primero el numerador y dﬂpuﬁ
el denominador. 51 el denvminador es 2, se lee medios; si e 3, LeTCigs:
sioes 4, cuartos; si s 5, quintos; si es 6, sexwos; sioes 7, SEPLimos; si g 8
octavos; si es 9, novenos, 'y si es 10, décimos, '

31 el denominador es mayor que 10, se anade al nimerp
ClOn avo. ! g o §

Asi, — se lee tres octavos; — se lee cinco séptimos; e lee

la terming.

LIes oncea.
VOS; I—'_I- s¢ lee cuatro quinceavos.

@ INTERPRETACION

Todo quebrado puede considerarse como el cociente de una divisidn
en la cual el numerador representa el dividendo y el denominador e
divisor.

Asi, % representa el cociente de una division en la cual el numera.
dor 2 es el dividendo y el denominador 3 el divisor.

R - 4 g Py
En efecto: Si 5 © ¢l cociente de la division de 2 entre 3. multlpllv

- 2 - Lk
cando este cociente 5 Por el divisor 3, debe darnos el dividendo 2, y efec
tivamente:

2 tercios X 3 = 2 tercios + 2 tercigs + 2 tercios = 6 tercios = 2

porque si 34 tercios constituyen una unidad, 6 tercios, que es el doble, lor-
marian 2 unidades.

CLASES DE QUEBRADOS

Los quebrados se dividen en quebrades comunes y quebrados deci-
males.

Quebrados comunes son aquellos cuyo denominador no es la unidad

" T
seguida de ceros, como %. = %

Quebrados decimales son aquellos cuyo denominador es la unidad se-
guida de ceros, como -, -°. _U

1 100" jom” -

; Los quebrados, tanto comunes como decimales, pueden ser propios,
iguales a la unidad . im|n-upimi. :

Quebrado propio es aquel cuyo numerador es menor que ¢l denomt-
, m o N
rmduf- Ejemplos: o g z

Fodo quebradeo Propio es menor que la unidad. Asi, [ es e
que la unidad porque la unidad la hemos dividido en 4 partes iguales ¥

W . a ] ser
sila hemos tomado 3 de C3as partes; por tanto, a — le falta o para

r E ] '
Igual a « @ sca la unidad,
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Quebrado igual a la unidad es aquel cuyo numerador es igual al de-

1 T T
numm;tdur. Ejemplos: - T

Quebrado impropio es aquel cuyo numerador es mayor que el deno-
minador. Ejemplos: 'E, %. —:-

Todo quebrado impropio es mayor que la unidad, Asi, — es mayor
que la umdad porque la unidad la hemos dividido en 3 pan:s iguales y

hemos tomado 7 de estas partes; por tanto, —;- excede en a M G s
; B E
unidad.

@ NUMERO MIXTO es el que consta de entero y quebrado. Ejemplos:
2 I
1?, 4-5'.

Todo nimero mixto contiene un nimero exacto de unidades y ade-
mds una o varias partes iguales de la unidad.

> EJERCICIO 97

l. #Como se llaman las partes 1guales en que se divide la unidad si se divide
en 12 partes, 15 partes, 27 partes, 56 partes iguales?

Cuantos tercios hay en una umdad, en 2 unidades, en 3 unidades?
#uintos novenos hay en una unidad, en 4 unidades, en 7 unidades?
¢Cuwintos treceavos hay en 2 unidades, en 5 umdades?

;Cuwintos medios hay en la mitad de una unidad; cuintos tercios en la ter-
cera parte de una unidad; cudintos octavos en la octava parte de una unidads?

:Cudntos cuartos, sextos y décimos hay en media unidad?

:Cudntos medios y cuartos hay en dos unidades y.media?

$i una manzana la divido en 5 partes iguales y a un muchacho le doy

tres de esas partes y a otro el resto, jeomo se llaman las partes que he

dado a cada uno?

% En los quebrados
y ¢l denominador.

0. sCémo pueden interpretarse los quebrados {-.

11.

SRR

o = .

o X8 di 'gn‘t" I d
2 2 ou 2 dipase lo gue sipnmifican el numerador
L] 2'-3' 15 ? 'l:l' E - q

==

T 1
-, = 1uésirese.
o' 1at Bemues
1T 87 135 211 1504
Leer los quebrados e T L TR
12. Escribanse los quebrados: sicte décimos; catorce diecinueveavos, dn:men-
s cincuenta, ciento treinta y dosavos, cancuenta y uueve,_cualrﬂcl_enlus
ochenta y pueveavos; mil doscientos cincuenta y tres, ties mil novecientos
ochenta y nueveavos.
13 e lew quebrados siguientes, diga cwidles son mayores, cudles menores ¥
E i B 1 16 81 114 1% 103 nmr_lu!
Cuales iguales a la unidad: T T8’ 14 102" Ber' 1 98 W
Diga euinio hay que aiadir a cada bno de los quebrados siguientes para

; , B 34 18 108 3B
que sean iguales a la unidad: =, =, =, = ==

14.
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15. Diga en cuinto excede cada uno de los quebrados siguientes |
p 15 323 B9 314 1089 a Unidy.

FAET LN T R T T
16. :Cuil es el menor ¥ ¢l mayor quebrado propio de de :
25, 32, 892 “oMinador g,

17. Diga cn cuinto aumenta cada uno de los quebrados L e
- 3r

—_—

5 ';'. EI aﬁ;d—i]‘

3 al numerador.
18. Diga en cuinto disminuye cada uno de los quebrados 1 1 11
6 al numerador. T al restar

PROPIEDADES DE LAS FRACCIONES COMUNES

TEQREMA

De varios quebrados que tengan i i
gual denominad '
tenga mayor numerador. e
Sean los quebrados —, = y 2. Decimos que -
] ¥ 'E'.E E].
tres quebrados. & i i e

| En efecto: Todos estos quebrados representan partes iguales de |3
unidad, o sea cuartos; luego serd el mayor el que contenga mayor nimerg

T
de partes, que es Y

TR

ual n

Sean los quebrados =, 2 | 2 - ~
» T Y 7 Decimos Lot tos
tres quebrados. ' s 1 <l que — es el mayor de es

En efecto: P
: Estos tres quebrados contienen el mismo niimero de par-

tes de | 1 :

e o E:.-J l;“ldﬂd. dos cada uno; pero las partes del primero son mayores

ot lrﬁ; :,- Egyndu O Lercero, pues en el primero la unidad estd dividida
partes iguales; en el segundo, en cinco, y en el tercero, en siete:

luego, j:— es ¢l mayor.

TEOREMA

Si ?
ﬂt;n: ugﬁ :lém:nus de un quebrado propio se suma un mismo
. ado que resulta es mayor que el primero.

Sea ¢ ado * $
sor'dos tds q:.uh: 7+ Sumemos un mismo numero, 2 por ejemplo:
mlﬂﬂj tfﬂ B3 i | . T [

E s ol i
I efecto: A - le faltan = para ser igual a ~:—. o sea la unidad, ¥ 7
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’ - 1

altan yara ser igual a — o sea I R |

e | p | = la unidad; pero W € menor que =;
1

T
» falta menos : : p

|IITEU- o @ ]" I'l Pﬂr"l SCT IHUHI d I;j_ uj]ldﬂ{] u i T [
q EEI I_. UI-EEI.?}TI

(\;_4’ TEOREMA

Si a los dos términos de un quebrado Propio se resta un mismo nii-
mero, el quebrado que resulta es menor que el primero,

Sea el quebrado == Restemos un mismo nimero, 2

d : | B-3 _ 3 por ejemplo, a
¥ lerminos y tendremos — = = 1 » 3 -2
sus dc Y Y75 =% Decimos que - <.
: 3 a 6

" = : '_ '| —_— ] |- P r T - 5 e - - - ﬁ
En electo: A -~ le faltan — para ser igual a 5+ ©5¢a la unidad, y a —

: 2 b - _ ; ; 2 2

le faltan — para ser igual a —, o sea la unidad; pero 5 € mayor que —; lue-

go, a ;: le talta mads para ser igual a la unidad que a %. 0 sea, %{%.

TEOREMA

Si a los dos términos de un quebrado impropio se suma un mismo
numero, el quebrado que resulta es menor que el primero.

= S : \ :
Sea el quebrado —.  Sumemos un mismo numero, 2 por ejemplo, a

5 ; T+2 i . o T
sus dos términos y tendremos: — = . Decimos que + <.
k |

. # ; 2 . 2
En efecto: - excede a la unidad en - y + excede a la unidad en -

2 2 s _ 1
PeTo —- €5 menor que —; luego, =

@TEGREMA

Si a los dos términos de un quebrado impropio se resta un mismo
nimero, el quebrado que resulta es mayor que el primero.

Sea el quebrado % Restemos un mismo numero, 2 por ejemplo, a

T-2

il " ] T
LTI ':I'“"j- Iérmi"m T I[‘I'Idl'ﬂﬂlm: dn-—_? =":I_- DI:I.II‘.I"IDE quﬁ " = "

v u 2 T ¥ li
En efecto: % excede a la unidad en & ¥ excede a la unidad en <

% 2 & T
Peto = es mayor que —-; luego, 3 = 3~

*  EJERCICIO 98

- Dga cual de los l]“f.'ljliil‘.lt.ll siguientes es el mayor, cudl el menor y por

T ¥ ¥ T

que: T T TR

R —— P
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Diga cual de los quebrados siguicntes es el mayor, cua] ¢
;. B 11 13 _ 1@
LI'.“.'.': 'i.i _E_.l -; B |

1 ; - S L . b .
A alta 3 — para ser la unidad? ;Y a =7 :Cudl cers
3. ¢Cudnto lalta a — pats . -7 dCuil serg Mayor

2.

mengye Y por

2o ¥
3 0=
den - " a4 la unidad? JCuj Ll
4 ¢En cuinto exceden — ¥ = a i (Cudl serd mayor de 1oy W |
5. Escribir de menor a mayor los quebrados %, .F_ y B '
: sy
g. Escribir de mayor a menor los quebrados E _:_ g
3
. . s
7. ¢Aumenta o disminuye — si s¢ suma 5 a sus dos térmings: s i
i 11 T AT 11.
JCual es mayor — 0 —; — u —
AR e e
et : o T o : . ‘ |
e R 57 51 s€ suma 6 a sus dos términos; si g resta 53 I

10. sCudl es mayor E o E; _—: u%?

r
|
| @ TEOREMA

| Si el numerador de un quebrado se multiplica por un nimero sin
! variar el denominador, el quebrado queda multiplicado por dicho milﬁe-
-' ro, y si se divide, el quebrado queda dividido por dicho nimero.
$ _I*T‘n efecto: Ya sabemaos que el quebrado representa el cociente de una
division en la cual el numerador es el dividendo y €l denominador el divi. ;
sor. Ahora bien, si el dividendo de una division se mnultiplica o divide por
un numero, el cociente queda multiplicado o dividido por dicho nime- |
ro (187); luego, al multiplicar o dividir el numerador, que es el dividendo, .

ru 1 : ' i ipli
gcl'; ';j'" numero, el quebrado, que es el cociente, quedard multiplicado o
widido por el misino ndmere.

; gy |

R

- Si el denominador de un quebrado se multiplica o divide por un
nimero, el quebrado queda dividido en el primer caso y multiplicado
| en el segundo por el mismo nimero. : '
! E diu];::g {-;tn:;tf:;n Ha‘}f "N teorema que dice que si el divisor se muhliPiin:n!
i ol Ell'll;r!'ttluj{*l cociente qugda dividido en el primer 5‘3::“:
l | s il .rgum 0 por du:huln_um{-ru (187); llun:gu. al mulup 73
| ominador, que es el divisor, por un nimero, el quebr

[ ] iue s el i a dividi I
| eil st coctente, quedard dividido en el primer caso y multiplicado €1
Mgundo por el mismo nimerq,

TEOREMA ’

| Si los dos ‘é‘l"mim de . : ; iden I"}r un
mismo nimero, ¢f thr"d::nnz“:::ii:ﬂ se multiplican o div

’ Loan) A
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I Pur un nimero, ef (quebrado
0 (352), pero al multiplicar ¢]

pUMEro (393} lucgo no varia,

Del mismo maodo, al dividir el ny
merador por un nigm
cto, ¢l quebra.

do qllﬂ]-l dividido por dichg nimerg (352), pero al dividir el denominado
T

I numero ¢l quebr el il

por el mismon | i Ta ] qufda multi Micade 1 i
: T

mero (353), |IIE‘1‘U no varia, ; i g o =

» EJERCICIO 99

L ¢Qué alteracién sufre el quebrado 2 5
si lo dividimos por 47 &
2. (Qué alteracién sufre el quebrado E sustituyendo el 16 por 32, por 27

multiplicamos el numerador por 2;

S =
sEs 31 Mayor o menor gue 31 ¥ cudntas,veces?

& ;Qué altcracion experimenta :— si_multiplicamos el denominador por 3;
st lo dividimos por 27

¢Que alteracion sulre ¢l quebrado -:— si sustituimos el B por 2, por 247

B.

6 :Es :—'. Mayor o menor gue i’? y cudntas veces?

T. :#Qué succde al quecbrado -E: si sustituimos el denominador por 5, por 357
8.

«Qué alieracion sulre el quebrado E si muluplicamos sus dos términos
por 3, si lo dividimos por 2¢

8. :Qué alteracion sufre el quebrado ﬁ sustituyendo el 9 por 3 y el 15 por 57

10. :Cudl de los quebrados %. 1—1 Y :'—: es el mayor?
7

1. .Cuil de los quebrados % =

L]
—_— % — £5 &] menore
iz® i1am Y 0

12. Dado el quebrado % hallar tres quebrados equivalentes de términos
mayores,

13- Dado el quebrado %, hallar dos quebrados equivalentes de términos
mayores y dos de 1érminos menores.

M Hacer los quebrados 2 2 y ¢ tres veces mayores sin que varie el

,
denominador. y

16. Hacer Jos fuebrados % 1H ¥ :E dos veces mayores sin que varie el nu-
merador,

18 Hacer tos quebrados 1:, E y "'—:udm veces menores sin gue varie el

”, denominador, 3

cinco veces menores sin gue varie el

=

Hacer Jos quelbrados %- -;;
nrmerador,




Los nimeros fraccionarios tuvieren su erigen ¢n las medidas. Los babilanios utilizaban came inito denami.

nador el sesenta. Los egipcios empleaban la unidad come numerador; para representar 7/8, escribian 12

104, 1/8. Los griegos marcaban el numerador.con un acente v ¢l denominader can dos; o colocaban &l de-
naminador como un exponente. Hiparco introdujo las fracciones babilénicas en la Astronomia Qriega.

CACION  CAPITULO XXW

REDUCCION Y SIMPLIF
DE QUEBRADOS

@ CONVERTIR UN MIXTO EN QUEBRADO

REGLA
Se multiplica el entero por el denominador, al producto se anade el

numerador y esta suma se parte por el denominador.

| Ejemplo |
sx3¥2 17

: : : 2
Convertir 5-;- en quebrado impropio: 53"-:'—-—-1— 3

Unea unided equivale o 3 tercios, luego en 5 unidades hay 15 tercios, mas los dos
tercios que yo tenemos suman 17 tercios.

» EJERCICIO 100

Convertir en quebrados, por simple inspeccidn:

=
l.J-n

1 1 1 :
1' 1-?; 2-. _1"'"'."-. 3- 1?1 1-- -I!_r ﬁ"

I 240
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e 9. 8. 12. 9. 15. 10~ 18. 15,

7. 6= 10. 8- 13. 10-. 16. 113, 1. 1 ;

g T i1, 9. 14. 102 17. 122, 20. 182,

> EJERCICIO 101

Convertir ¢n quebrados:

1. 155 6. 202 0. 42— 18. 52 17. 902,
2. 12, 6. 17— 10. 53=. 14 81 18. 1013
3. 16+ 7. 23%. 11. 60>, 16. 257 19. 1025,
4 192 8. 31-. 12. 65.. 16. 902, 20. 500%.

HALL.&R LO5 ENTEROS CONTENIDOS EN UN QUEBRADO
IMPROPIO

REGLA
Se divide el numerador por el denominador. Si el cociente es exacto,

este representa los enteros; si no es exacto, se afade al entero un quebrado
que tenga por numerador el residuo y por denominador el divisor.

; Ejemplos I

g 32
[ 1) Hollar los enteros contenidos en =

32 |4 =)
s ~=8 R

- . 4 32 . :
Una wnidad contiene = lvego en - habré tanltas unidodes como veces

esté contenido 4 en 32 o sea B.
2 335 i 228 135 107
( 2] Convertir en quebrado T 107 ]% ﬁ = I‘Eﬁ* R.
> EJERCICIO 102
Hallar por simple '[||5|::'[{'j:'lil. los enteros contenidos en:
12 108 B L A
. - 5. 2 0. - 13. = 17 =
# 125 19 E0 1%
2. - B. — 10. = 14. = 18. p—
] ¥ an #s 102
3. = - A 11. - 16. =, 1. s

2
4" . L 19, M 16. = 20, S,
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» EJERCICIO 103

Hallar los enteros contenidos en:

115 . B Bis 4200
T ok 11. 237 18- T 21. —-E]_EE_‘
174 e 401 1 1001 RAzg
i - o — g —— . — Ao
E o - - J 17 T 22, 'T,?“-
185 B : 1583 T
e . — : : : 893
3. o g — 13 - 18 et 23. _;l_ﬁTi
216 81 2134 12485
el 9. —. 14 —. 18. 94, lmm
i . . ——
T3 17T 280 BTR4 1 .
al8 '?HS 3116 I41E8
e ! el y — ihﬂﬂ-
5. — 10. — 15. — LR

@REDU‘:FH UN ENTERO A QUEBRADO

El modo mas sencillo de reducir un entero a quebrado es ponerle
denominador la unidad. B 5

, LaEis 7
| Ejemplos | T
REDUCIR UN ENTERO A QUEEBRADO

DE DENOMINADOR DADO

REGLA
Se multiplica el entero por el denominador y el producto se parte por
el denominador.

Ejemplos

3 47
(1) Reducir 6 o quebrade equivalente de denominadar 7. &= -—d }: ?= —?- R
5i una unidad equivale o 7 séptimos, 6 unidades serén 6 X 7 = 42 séptimas.
153
(2) Reducir 17 o novenos. 7 = ””:?' R
v
5i una unidad contiene ? novenos, 17 unidades contendran 17 X 9 = 153 no*
VEnos,
- EJERCICIO 104
Reducir:
L 2=5. b 5=~ 9. P==. 13 ll=+x. 17. 0=7"
- . = - = 0 2 =7
8= 6 b=, 10. 7=+ 14, 12=r. 18. ’
:- i:?. 7. T:;r 11. ___,_; 15. 13:]?' li Eﬂs.'
=
4 5=T 8. !=?. 12. ﬂ_—a 16 13:,;._ a0 St a




3 EJERCICIO 105

Reducir:

1.

iy
at

=]

?J

9.

10.

9 a tercios.

. 3 a Cuartos.
4 a cuartos.
. 5 a tercios.

. O a Novenos.

15 a onceavos

. 26 a treceavos.

. 31 a 22avos.

43 a Slavos.

61 a Bdavos.

> EJERCICIO 106

F o

PR R R R R P

51d4

S B R e e e e

REDUCCIOMNES DE QUEBRADOS

11. 84 a 92 avos.
12. 95 a 9davos.
13. 101 a 12avos.
14. 153 a 14avos.
15. 201 a 32avos.

16. 306 a 53avos.

17. 1184 a 15avos.
18. 2134 a 17avos.
18. 3216 a 40avos.

20. 5217 a 32avos.

96 a quebrado equivalente de denominador

Reducir:
1.
2. 99 ., "
3. 104 . =
4. 186 . "
5 20 . ”
6. 255 .
1. 301 . .
B 406 . Z
. e,
10. 1000 .

i1

L]

nr

LU

e

FE#

L

L1

L

LR

L2

=

=

P F B PP

EREas.F N.FF @

TTER
F.
]
5
1212

1z
it

14
a43

16218
3 .
17740
[ I
18278
T
128840
0w
188044

ﬂ
15
2217

E1 0
167TA
in
4082
?a
8341
ai
il
ap "
H127
ar
1140
m
(1T

L]

s
[ ]

® 243
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11. 2356 a quebrado equivalente de denominador R, M1y

L iF L1 L] “'H.-I
it 8. s

13. 4444 . . z " " R. =%

|

K. SO

14. BHBs . 5 T " " —

nEnucm UNA FRACCION A TERMINOS
MAYORES O MENORES

S¢ pueden considerar dos casos:

1) Reducir una fraccion a otra fraccion equivalente de denominadgy
dado, cuando el nuevo denominador es multiplo del primero, o reducir
una fraccion a términos mayores.

REGLA

El denominador de la nueva fraccion sera el dado. Para hallar el nu.
merador se multiplica el numerador del yuebrado dado por el cociente
que resulta de dividir los dos denominadores.

‘ Ejemplos '
3 3Ixé I8

- a AL
(1) Convertir S &N quebrado equivalente de denominador 24. ; :-E--H- 4

Para que 4 se convierla en 24 hay que multiplicerlo por &, lvego pare gue el
guebrado no varie hay que multiplicar el numeradaor poré, 3 X 6=I18 (354).

S 10
(2) Convertir = en treinta y 2 2%
- ¥ cincoavos. = s

- |
Para que 7 se convierta en 35 hay que multiplicarlo por 5; luege, para que ©
quebrado no varie hay que mulliplicar el numerador por 52X 3= 10.

> EJERCICIO 107

Reducir, por simple inspeccidn:

i 2
1. —==—, i S g e 17. ==§"
. : 4 : - 8. TR 13. == :l
S e LS : & 0. SFw
o 5 : P 10. - -, 4. —=o :I.

7 Mk T ==_ Lo 3, gy 19 55

: Il! & -1 11. T 15. E—“-
£ = gk 1 1

> U 12. o= = e
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» EJERCICIO 108

Reducir:
1. L 4 35avos 5= 11. 2 3 200avos B
i : : " a8 . T 200
' b 7 2% Bz
' - @ 42avos. R. - 12. o @ l0davos. R. ==
& Y 54 aa 198
3. — a 63avos. R, —. 13. o @ lT4avos. B
1 el 84 fi : e
4. 8 S6avos. R. il 14. s @ 415avos. R. i
3 91- . . € =P
8. —a 121avos R. = 15 = T98avos. R. -
4 - 4a 1 : A3
[ 8 = a 130avos. R. e 16. - a 133lavos. R. S
a : 48 3 390
7. ;; @ 102avos.  R. —. 17. — @ 1690avos. R. ——
12 - B4 ] = 1180
8. = a 133avos. R. — 18. = 2 5200avos. R. 5535
B 40 7 203
9. o @ 105avos. R. e 18 o @ B4laves. R, ——
1] = T2 11 2410
10. 5 4 176aves. R. —. 20. o @ 9610avos. R. ==
> EJERCICIO 109
Reducir:
i 21
1. 1: a qucbrado equivalente de denominador g84. R, —=.
[<1-]
2' l i *E hp 52"]' R lﬁ_E;'
u. £ F
3 2 $ 576. R. -
2 " i Ll L ﬁ‘Lﬂ
-3 e b 729. R =
‘l tid i L3
5 1 * " > 637, R —
I] i r
]
g. 1 s " o R e
“ [ L Ll
7, 18 , = g83 R.oE
m " b 1] " t;ﬂ:
B, —1 o i v Ll Elﬁ' R' as
= 1017
88 - - £ i " 1107. K. oo
aga 100
lu" -:_E T i i) i " lﬂﬂﬁr R. ﬁ"'
s 160
ll' Ei ll W FE L iy ﬂ&m' n' I“'ﬂ'
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12 Lt quebrado equ ivalente de denominador 1058, R M
g - 1nag

ad E i B ' Em
13- -I; 1] FF 369[} R.. alg-a'
14_ T i W L1 ] L] Tgﬁﬂ. R_ ;“E_
&1 Tawn

2) Reducir una fraccidon dada a otra fraccién equivalente de denom;
nador dado, cuando el nuevo denominador es divisor del primerg g redy
cir una [raccién a érminos menores.

REGLA

El denominador de la nueva fraccion serd el dado. Para hallar ol
numerador se divide el numerador del quebrado dado por el cociente que
resulta de dividir los dos denominadores.

| Ejemplos '

1 15
(1) Convertir E en quebrado equivalente de denominader 8. E_i= 5;3=§_ 3

Para que 24 se convierta en B hay que dividirlo entre 3. luego, para que el
quebrado no varie hay que dividir el numerador entre 3, 15+3=5. (3541,

9 8H8+7 7

TSR

Para que 91 se convierta en 13 hay que dividirlo enlre 7; lvego, paro gque el
quebrado no varie hoy que dividir el numerader entre 7, 49 =7 =17,

. 40
{2) Convertir o5 &N treceavos.

2 EJERCICIO 110
Reducir, por simple inspeccién:

1. %= . 2= 9. 1=—. 18 t=— 1T ==7
e =3 10 === 4. ==—. 18 S
e T 2=—. 1 e, 15 2., dleasy
4. ;’;_—_? 8 ;::,1 12. :::: 16 N 20. E:T

> EJERCICIO 111

Reducir:
1 : 7
1 1 @ medios, R. % 3. :_n a (uintos. R. o
" f o
2. - a quintos. R. = 4. 3 a sextos. i I
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T : 5
5. ; @ ¥ptimes.  R. =, 13, o a 67aves. R %
B4 18
6. ; @ movenos.  R. 2 14 —= a Blaves.  R. =
an |
7. 5 @ cuartos. R. —. 15. :_::. 2 9Tavos. R. :".;_
50 10 840 80
B 52 lavos. R. Th 16. ] 102avos. R. —
B0 13 i 111
. o5 a l8avos. R. = 17. % @ 13laves. R, —.
B 18 343 49
10. =12 2lavas. R. =t 18. T3 @ 253avos. R. il
84 ; n 182 24
11. = a JZavos. R. e 18, "‘—“ a H6lavos. R. TR
118 17 480 T0
128. R a HZavos. R. =" 0. = a 100lavos. R. prrd
== EJERCICIO 112
Reducir:
- 13
1. % a quebrado equivalente de denominador 85. R. —.
13
Bl S : R —.
2- H I T ir I gﬁ o
490 5 108. R —.
3- B34 1 " L a1 :’:3
1‘_ T (13 13'2' E" TR
4- 24 1] 1 LE] 1::
. ; " BISI R i
m i1 ap L
6 L i " n 204. R. %'
sl ™ o s
1. Lo " re o 286. R. “288
1430 " g ' —
H “—’ 1) 1] L Hﬂl- R. “E+
1204 * 7 .
8. L " (] L] 465. R. d--l..l-i--+
Im R L ,“
10. ... i " L 201. R. T
wos " i B
11 -?— v re i EEE n" E+
i “ [1) L .
12, _-_ - % i T e 31. R. E
o 10
13 E‘-‘ I #F L 13' R. ;‘
TR 2 P
.lir ;""E“. i " T ar (1] 111 nul- 1_;1-
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|

FRACI‘;'IGH IRREDUCIBLE es toda fraccion cuyos dos térmings 6

primos entre si.
Asi. 2 s una fraccion irreducible porque sus dos térmings, |3 Ve
| -
, 11 AP o ]
son primos entre si; ;o €5 otra fraccion mrreducible.

Cuando una fraccion es irreducible se dice que estd reducida a gy bide
simple expresion o a su minima expresion.

TEOREMA

Si los dos términos de una fraccion irreducible se elevan a upg po-
tencia, la fraccion que resulta es también irreducible.

: i :

Sea el quebrado irreducible 7 Vamos a demostrar que si elevamos
2 . , :

los dos términos de este quebrado a una misma potencia, por ejemplo a n,

at o s :

la fraccion que resulta, T es también irreducible.

]

En efecto: Que la fraccién —— es irreducible significa que sus dos tér-
minos a y b son primos entre si. Ahora bien: Hay un teorema (293) que
dice que si dos nimeros son primos entre si, sus potencias de cualquier

: " : a
grado también lo son; luego, a® y b® son primos entre si; luego — es un

he
quebrado irreducible, que era lo que queriamos demostrar.

SIMPLIFICACION DE FRACCIONES

EIHFLIFICAR UMNA FRACCIONM es convertirla en otra fraccién equi-
valente cuyos términos sean menores.

REGLA

Para simplificar una fraccién se dividen sus dos términos sucesivamen-
te por los factores comunes que tengan,

| Ejemplos
'l } Reducir a 5U s s.implu HIFI'E.HI&HI:::—::. M:%:%ﬂﬁ.i

P':i':"'_'m dividimos 1350 y 2550 por su foctar comin 10 y oblenemos I.‘]l'::- 4 ?55.;5
dividimos 135 y 255 por su faclor comin 3 y obtenemos 45 y 85 dividimos :
¥ B5 por su loctor comin 5 y obtenemos 9 y 17. Como ¥ y 17 son e

i ] ! ; e
entre i, lo fraccidn 17 8 irreducible ¥ es equivalente o f;':% porque nG

g FII.'II!“I..;;‘HI.III dividir los dos términos de cada fraccién por el mismo "
mere con lo cuvol el valor de Ia fraccién no se altera (354). :
i |




{2 ) Reducir a su minima expresién ———

SIMPLIFICACION DE QuEeraDos @ 249

s 129030 430101 391

1820 ° !M -Sﬂﬂ _m"

Como 371 y 493 no son nimeros pequefios no podemos asegurar, a simple
vista, que son primos entre si. Para convencernos hallomos el m. c. d. de 391
y 493. Si son primos entre si su m. c. d. seré 1; si no lo son, el factor o
los factores comunes que adn tengon apareceran en el m. c. d.:

1 3 |1
493 | 391 | 102 | 85| 17| m.c d.=17.
021 85| 17| 0

371 y 493 no son primos entre si porque tienen el factor comin 17.

PMN+17 -3

Ahora dividimos 391 y 493 por sum. c. d. 17 ¥ tend : —_— =
y lendremos T

T e . ;
Esta froccion —, sin duda alguna es irreducible (318), luego:

12903 _ 23

20 16269 29

2 EJERCICIO 113

Reducir a su mads simple expresion.

’:—;. R. % 11. % R. ‘::T 21. :*T:: R.
= R = 12. - R —. 22. = R
2 R = 3. —— R . 8. =. R
% R 1 14. % R, . 24. %:j R.
= R 2 5. - R o 2. 2. R
-1.":? R. il 16. -:-%. R. % 26. -ﬁ. R.
%:;., R. .3., 17. == R = 2. —= R
- BRI 18, 5 BT 8 oo R
_E:__ R :_: 19, ::—:;-‘ R. —:- 29. ‘:1:3‘. R.
- RZ 2. = R = 0. -5 R

487
451
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nsnucm UNA FRACCION A SU MAS SIMPLE EXPRESIoN
POR MEDIO DE UNA SOLA OPERACION

REGLA
H:llese el m. c. d. de los dos términos de la fraccign ¥ dividanse s

merador y denominador por su m. c. d.

‘ Ejemplo I

2 3
Reducir @ su minima exoresion —— 17017 | 7293 | 2431 | m. . d.= 243
2431 | 0000
Ahora dividimos 7293 y 17017 por su m. ¢ d. 2431: 7298 = 2431 :i P
17017 2431 7

- EJERCICIO 114

Reducir a su minima expresion por medio de una sola operacion.

1 2401

- R 2 1. 22 R = 2. M g1
2 =. R = 12. =. R ]—L 22 -’_f.f% R <
g = 13. & R 2 23. = R .
. o KR
5o R . 15. 22 R = 2. == R 2
6. —. R = 16. I R 2 2. 22 R =
. R4 gl g & gy, me Eg 5

T
.= R L 1. %0 g 3 28 24 R <.
8. E R. 1; 19. :’::u_ R. ‘:_ 29. % R. i-

SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES COMPUESTAS pro-
Para simplificar expresiones fraccionarias cuyo numerador sea un
ducto indicado y su denominador otro producto, se van dividiendo w; |
. tores del numerador y denominador por sus factores comunes (¥
5 hh%amumalnummrdminﬂm-

. |

e




SIMPLIFICACION DE QUEBRADOS ® 25]

‘ Ejemplo I

Simplificar . 2% 10 X 35
16 = 14 2
Tendremos: 1
3 5 2

12x10x35 1x5x5

12 10 x 25
6x14x21  4x7%x1 o=
4T

1

Dividimos 12 Y 16 entre 4 y obtenemos de cocientes 3 ¥ 4, 10 y 14 entre 2 ¥ obte-
nemos de cocientes 5y 7; 35 y 21 entre 7 y obtenemos de cocientes 5 y 3 3y 3
entre 3 y obtenemos los cocientes 1 y 1. En el numerader queda 1 X 5% 5 y en el

R.

denominador 4 X 7 * 1 o seq ;—:.

2 EJERCICIO 115

!':iimPii ficar:
M o L 5 49}:55}:32. T
6x 8 4 14 x 143 x 84 e
10 % 7 8x 9 x40 x 33

2. \ R 2 8. - -
TX5 21 % 28x 11X 6 Lol
9 x 8 P 17 X 28 X 204 X 3200 &

3. ’ B = L i e,
18 X 6 3 ’ 50 x 100 x 49 = 34 E. ET“F
2X6 3 2xIXoXEXT 1

4, " —_ E 2 . —
14 x 8 = a8 10 4x12x10x18x 14 . LU
Ix2x5 1 12x 9% 25x35x 34 25
e —_— — 3 2 R. —.

. Bx 4 %10 s 8 & 16 % 10x 27 =49 x 17 28

350 x 1200 = 4000 x 620 x 340

g, 0 S T . R 2607,
3x6x10 1000 x 50 x 200 x 800 x 170 .

REDUCCION DE QUEBRADOS AL MINIMO
COMUN DENOMINADOR

REGLA

Se simplifican los quebrados dados. Hecho esto, se halla el minimo
comin maliplo de los Lomimduru y ¢ste serd el denominador comin.

Para hallar los numeradores se divide el m. c. m. entre cada denominador
¥ €l cociente se multiplica por el numerador respectivo.
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' Ejemplos '
kAN e

(1) Reducir ol minimo comin denominador — , — —.

Simplificamos los quebrados y queda: — ,1: ,_“L_I-.

Hallaremos el m. c. m. de los denominadores 3, 12 v 34 que serd 36 po

3 y 12 son divisores de 36. 346 serd el denominadar comidn, POrque
Para haollor el numerador del primer quebrado dividimos el m, ¢, m. SR
el primer denominador: 36 -3 =12, y multiplicamos esle cociente 13 .
el primer numerador 2, 12 % 2 = 24, il
Para hallar el segundo denominador dividimos el m. c. m. 34 entre ol Ao
minador del segundo quebrado 12, 36 + 12 = 3 y multiplicamas este cociente 3
por el sequnde numerader 7, 3 x 7 =21,

Para hallar el tercer numerader dividimos el m. ¢ m. 34 entre el tercer de
nominador 36, 36 + 36 =1, y este cociente 1 lo multiplicamos por el terces
numerador 1, 1 X 1 =1,

o & L
rT_rE_ :F' |+'

—
LY
R
3
=
=
=
Ei
3
=
3
o
3
=
=5
=
fi-]
=
=]
=3
= |
=]
=
=
-
=3
ur
£
=
L1°]
4_:5'
(=]
o
(=]
vy

d-l!u-

Hallamos el m. c. m. de B y 14, pues 4 estd contenido en B y 7 en 14.

8|2 142 |
42 7|7 mem=2x7=>56
2|2

1

(X
b
s

|
I

x
ek 28 gz gla

"'"F-l.n hlu
&h

Fix @
{# =]

R.
S+ 8 =7 —5= =
B 56
Siktaitcin -4 " "H4= :
4 56




> EJERCICIO 116

MINIMG COMUN DENOMINADOR @ 253

geducir al minimo comun denominador, por

10.

1

Ly

1 1

3" e

il 1

LTy

1 4

T

1 =

Ty

¥ ]

PR

2 1

3t e e
1 1

FLAr T

1 1 1

AT

= H 7

3' e

7

e

i A g

=

R.
R. <,
-

15
R. f'—
R. I,
R. &,
R. I,
R. -,

» EJERCICIO 117

Reducir al minimo comin denominador:

1
1

=

1

15

i

=

2

-

-] 3
o6 20
2
a1
T
g 1
24" 4
w 1
18" 18°

e -

T LT N
in f;
72" 13’ 9%

An

ERE

£ 4

13"

8.
10.
11.
12.
13.
14.
1b.

16.

simple inspeccion:

¥ x A
11- ) PR o) oy |
2' & B
I T B
13* ] e
' o' 21
.1}! 1 3 T
s w
1 3 7
14- e e
[ 1 145
1 T ]
lﬁl e Ry
o' 8" 12
T |
-IE- 3_' T'
3 1
17. 4" 10
T 4
13- o Py |
i 15
i A
19. " 9
5 11
20. 2’ 13
1 1 =l
.‘_" l'i' '_‘:1_|-i 30"
5 1. B 1
AT T
7T 8 18 @
'—, F ¥ -I!' "'
s 1 2 7
TR L T L
|} T 8 b
TR R
g i" G T
24" an’ up' a4’
1 &
TR R
] | K a
TRE TR AT

e =

= R R F

U L
a0

TTh

72

120
e
"

als

1as0"
12RO
Frrrs
1

-
fa

FT I

15
Th

E 12 2 32
16’ 18" 18 10"
ar 18 18 1
s1' 81’ B m°
g 12 14 11
LTI T AT
] g 14 &
30’ 30 30" 30
i 28 5 7T
" w3’ 2w
4. 3
LT
8 =2
20" 20"
21 B8
30" 3
a 4
18° 18"
15 22
LT

s 2
' gn" b0’

L] 75 1
1o * 1o " 120

=1

T

BN b7 R L
e’ Toee 0
ang AHTE  ARE
1ase’ aase 4300
T 0 a2
TR
oH L T
30 ' 32 " 281
By 1isa 1
agls smia SRS
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Las reglas para la resolucidn de las operaciones con nimeros fraccionarios o quebrados, datan de la épo-

ca de Aryabhata, siglo VI y Bramagupta, sigle VI, ambes después de Jesucristo. Un estudic mas amplio ¥

sistematico de las operaciones con quebrades lo ofrecieren los también hindues, Mahavira, en el siglo 1X
y Bhiskara en el sigle XII. Dichas reglas son las mismas que se emplean actualmente.

— W | B Farlal N . iR & — S llf =:.
RACIONES CON NUMEROS CAPITULO Miﬁf
g §

I. SUMA

SUHA DE QUEBRADOS DE IGUAL DENOMINADOR
REGLA

Se suman los numeradores y esta suma se parte por el denominador
comun. Se simplifica el resultado y se hallan los enteros si los hay.

: oyl L e’ |
E jem plos Efectuor  — 4 — 4 —
m ? 2 2 4
B S ) S 0
9 9 o 5 -] . 9 = !S-lmph .} — E = 25 -
> EJERCICIO 118
Simplificar:
1. 2 il " g 8 e T ‘
LR v 41, == R. 1
"t SN TR | 4 T 5
staty o 1 L ot R. 1
254



SUMA DE QUEBRADOS @ 255

SR el O L g0
6 Lttt R. 4 L S+ +5+0+2 g 2%
7. Let+T 4 R. 5- 12. —E+§+§§+$+E. R 2L
8 244242 R. 5. 13. S+ +tata+s Ro3
9. L4+ R. 2=, 4 S+a+tntn+e R L

5|JM.A DE QUEBRADOS DE DISTINTO DENOMINADOR
REGLA

Se simplifican los quebrados dados si es posible. Después de ser irre-
ducibles se reducen al minimo comin denominador y se procede como en
el caso anterior.

1
‘ EjEmPfﬂ | Efectuar 4:4- i; + ﬁ

b i 23
Simplificande los quebrodes, queda: —_—t = —,
4 J &0

Reduzcomos al minimo comin denominador. Hollomos el m. ¢. m. de los denoming-
dores para lo cual prescindimos de 4 por ser diviser de 60 y como 60 y 7 son
primas entre si, el m. c. m. serd su producto: 80 X 7 = 420.

420 serd el minimo comin denominador. Tendremos:

e 105+ 1804+ 1561 446 223 13
P S e =—=simplif)]==—=1—.
4 7 40 420 420 210 210
* EJERCICIO 119
Simplificar:
2 1 Tt e 9.0
: 3 =+ %_ R. 1 e R. 2—.
. 17 L o
2. 1':'“";'- R. - B ==k R 1=
51 Bl . -
3. :+E R. a4 10. =1+J+11;' K e
T LY gL 8
4, ;.‘. ,!_;;1_. R. _];E' 11. . -+ r + L R. ':l“
I 1 1 _
N R | e
o il g 8 ok i R. L‘:.L
= + e + - - 3 CTUR 120




16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

256 @ ARITMETICA

2340 T Al
|:l_| T:T '.:u% o - ';f+a_{r;+;n-+_' R. -.E__
Bty R. 1o 2. ;;+T:lr+3—5,+;°. R, .
Lpipiad, R. 1o. 2. —H+-+4L K g
: L L 2 09, gl LT -
: {_i'._._h " = R. 2—. 3 R gy e R. 1_1%1
1.3 f?. :.I[+1':' R. :_; 27. £E+1_ﬁ£'+%+‘;%+¢l‘. R, _;1%
fﬁf+5§|;_+$+T:“ R. :_m 28. E+j-;—+—;f—a-+f—u -:— R _E_:_1
i—'&+:—+%. R. % 29. E;d +|:.1 +1Tm+:T+;1.'-l£.
R R. 15— 30. ;t—;—+%’;+£+%+£, R

SUMA DE NUMEROS MIXTOS

La suma de ntiimeros mixtos puede verificarse por dos procedimientos,

FRIMER PROCEDIMIENTO. REGLA

Se suman separadamente los enteros y los quebrados. A la suma de

los enteros se afiade la suma de los quebrados, y el resultado de esta suma
sera la suma total,

L 2 4 ]
‘ Ejﬂmpiﬂ I Sumar 55 + 6E + 3:.

Suma de los enleros: 5+ 6+ 3=14.

Suma de los quebrados:
2oA I 2 VT i e el
sttt b=~ ==},
T R é 6 3.:_.,=»_$--_4

1
Lo suma de los enteros 14, se suma con la sumo de les quebrados I3
1 i
441—=15— R,
T

SEGUNDD PROCEDIMIENTO, REGLA
Se reducen los mixtos a quebrados y se suman estos q“*h"ﬂm

EImP'Iﬂ Sumar 5% + ﬁ% o 3% (los mismos del . anterior].




oA DE QUEBRADOS @ 257

» EJERCICIO 120

simplificar:

1 S5 R. 9. 16. 33 +57 +7L, R. 167,
g, ui + Hi‘:-- R. 15}- 17. 47;'+3?16+ ETIJ R. 9.:_

3 9%+-l%l R. 13%.. 18, 1%+551ﬂ+ 6. R. 13;:_
& T3 R. 10~ 19. 65 +4l+1L, R. 11+
5. 120 +132. R. 26 20. 1;+3%+102 R. 142,
6 1-+1-— R.2—. 2. 65+ T 482 + 4k, R. 26.

7. b+ b, R. 117 2. 47 +5- 47411, R. 172,
8. Bn+5- R. 13— 28. B +4—+ 1o +22 R. 102,
9. 35+ 11+, R. 14 2. 15 +3+2144l R. 10,
10. T +85 R. 15 25. 5435 +244+7L R. 18-
1. 5p+6-+8L R 20t 26. Iy +4—+5-2 491 12>
2. 8-+10>+ 162 R. 3. 2. 5465+ 4+ 7L R. 19
8. lr+254 1-. R.5 28 dp+1s+15+4t. R. 10
14 5}+5}+$]i,:. R. 20— 20. 15+l + 1= +1-L_ R, 420
5. 2_;. +4%+ 5%_ R. 14%_ 30. 3?:?"' E=:—s+ 4%+ 1—. R Iﬂ;:;.

5UMA DE ENTEROS, MIXTOS Y QUEBRADOS

REGLA
3¢ suman los enteros con los enteros de los nimeros mixtos, se suman
‘i€brados y a la suma de los enteros se anade la suma de los quebrados.

| __':I & 3 i
EJEI'HPID Efectuar 5+dE+F+dF'

Sumando los enteros: 54 44+ 4 =13
Sumands los quebrodeos:

1 1 21 +84 2 31 7
£+i+ ! =£+.. = — =I-ii_-.
8. 9 i 24 4
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&= EJERCICIO 121

Simplilicar:

R R. 6. 1L (++ + + 3—} +- R 11

2. 18+ . o e R, 1-:3
3. 4 4 60. R. 61 13. (3+273) + {4?+ ). R 1;
£ 1445 R. 19-. 4 (4 2) + (65 + 7). R 14;_
L R 14v. 169+ +X+e) R 152
6.=+10+3-+3  R.2l%. 16 (72 44+ L)+ (6+ ). R. 13;1_
TE+25+5+70.  R205 1T (G444 1+, R 1L
825430 +9+~. R 4o 18 (6 + o +45) + (5 + 25). R 127
9.5+4+5+2. R 6. 19 (zH5+e+D+E+2+ 5 R 1.
10.4+-+8-+—— R. 12  20. Gg+20+3)+(E+++34). R BT

2 EJERCICIO 122

1. Un !mmhre camina 4— Kms. el lunes, 3— Kms. el martes, 10 Kms. &l
miércoles y — de Km. el jueves. ,{Ll.ld.l'll{:l ha recorrido en los cuatro

dias? R, EE;: Kms.
2. Pedro ha estudiado 3-:— horas, Enrique .5% horas y Juan 6 horas. ;Cudnto
han estudiado los tres juntos? R. lﬁi h.
. ; 2
3 Un campesino ha cosechado 2500 kilos de papas, Eﬁﬂ% de trigo y 1803
de arroz. ;Cudntos kilos ha cosechado en conjunto? R, Eﬂﬂﬂ'g kilos.
. , 1
4. Tres varillas tienen: la 1%, E—:- pies de largo; la 22, 1[}";“ pies y la 3* 145
pies. Cudl es Ia longitud de las tres? R. 392 p-
R

1
5. El lunes ahorré l:é!-?: el martes $5=; el miércoles §7- y el jueves i
s 2
Luinto tengo? R, $15L. :
2

B Un hombre recorre en [a 1* hora 10 Kms,, en la 29 9— Kms., en 12 4

B K"“- y en la 49 ﬂ— Kms. ;Cuinto ha recorrido en Ill cuatro
K, 43— Kms,
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ne=ala Lk QUEBRADOE @ 259
Cuatro hombres pesan 151}?- IE-'I:I'-ll lﬁ"l 180 Lib |
-, -, o7 ¥ 180 libras respectivamente,
ACuanto pesan entre los cuatro? R. ﬁﬁr}-ll 1s.
; HE |

. e 1
5 = L L1 S [ o I s F
Pedro m:'u? ==y anos, _}u.m ﬁu. anos mas que Pedro y Matias tanto como
Juan y Pedro Juntos. JCuwinto suman las tres edadess R. 101~ a
1]

1 - = .F a -
9. Un muchacho tenia $= y su padre le dio §-. dQué parte de $1 ticne?
a il

18

-Il'l .

R.

Un cosechero vendid ;;;.ﬂ-j— kilos de papas, 750 kilos de arroz, 125-
1 y &
kilos de flllﬂlLE }' II‘[?E kilos de Cﬂ{l:'. dEUflI“UE. kﬂ{;ﬁ dﬂ MErcancias hﬂ

vendido? R, 1342‘}1 kilos.

RESTA

EESTA DE QUEBRADOS DE IGUAL DENOMINADOR

REGLA
Se restan los numeradores y esta diferencia se parte por el denomina-

dor comun. Se simplifica el resultado y se hallan los enteros si los hay.

>

4.

5.

fas
B fect —_——
‘ Ejemplo I e

7 5 2 1
 —— —=—=simplif)=—. R
5 P T i’
EJERCICIO 123

Simplificar, por simple inspeccidn:

4 24 10 2 4 20 9 1
iz 1_- Rﬂ- _l"a El. — R. e ) .l]-r T e S L Rn. =
5 [ 5 a5 45 5 g1 Bl & P
5 I R 3 - 19 12 R 4 12 #.. 8 R i
X i 7" RTEET T T TR T T
ki 5 1 1 T 1 a 1
_I! _la Ri- "'j""- B- _____ - R.l- e 13 -____.___ R.. ].
- T a 8 8 B 2 a 2 8
A B L L Ll - | ¥ T, I WR1 e
THET N i TR TS : H A8 A 1
5 B 1 A A Y 15 [T e T ¢ R 1
(LT 4 10. T . B B Mom MmN 3

@ RESTA DE QUEBRADOS DE DISTINTO DENOMIMADOR

REGLA
Se simplifican los quebrados si es posible.  Una ver irreducibles, se

reducen al minimo coman denominador y se restan como en el caso an-
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| Ay
| . Efectvar — — —
Ejemplo 40 320
simplificando los quebrades, queda: l.___‘__
8 &80 |
:i Reduciendo al minimo comdn denominador: -E-—.F:]- =l"_~l=' o '
| % gL
; < EJERCICIO 124
Stmpliiicm': .
| L 3 1 1 X 15 .o
l J- '-"—T R ?- 'B 10 15 R. o = 1 —_.Ei_. H_ _I}Er‘_‘
1_1 L L rLs = 16. 1 1
: 5 10 R ' ’ 13 18 R 48" u _-H__Tﬁ' n-‘:;.
il el = | F) P e iR 17 A e
g T K g Ee, 153 R 210 B & g0 Bt
n_r : 1y Mgl e
| i :—a. R ﬁ, 11 ok == I::. YT 3 9 _E' R' 1?;_.
|t S L L 18 Aoy R 1. ¥ -1 11 m
T 18" 150 175 210 /10 000 O
i8S X ) [t i IR - § OO e | =
g T R. 24" 14 120 150 i s00 38 B0 90 R. ™"
7. =2 R.— i, 0C 108
R Rt 114 171 * 343

@ RESTA DE ENTERO Y QUEBRADO

REGLA

_ Se quita una unidad al entero, que se pone en forma de quebrado &
' igual denominador que el quebrado dado, y se restan ambos quebrados.

I Ejemplus I (1) Efectuar 'IS—;.

i
o e

(Z) Efectuar ?E—E
126

i S

T e

¥ T
> EJERCICIO 125 R -

. Simplificar, Por simple inspeccion: {10y Tl
Ir'l‘!“"'%" I-TI?..

P 1
3. 13 ¥ R, 13? .
4 -lﬂ-iﬁ R. 1 'Ii“'kﬁ-r
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17 Lk}

7 B Dl 11 125——. R. 12412

T R. 802 3 e

g Bl——. i 12. 215———. R. 21472,
45 38

g 98—  Bdi 13. 316 - . R. 315
Bird 18

10 Wb SR dluer 14. 819 - —=. R. 8182

RESTA DE NMUMEROS MIXTOS
Se puede electuar por dos procedimientos:

FRIMER PROCEDIMIENTO. REGLA

Se restan separadamente los enteros y los quebrados y a la resta de los
enteros se anade la resta de los quebrados.

‘ Ejemplos I

(1) Efect 155 llll;Ir
ar —— ] —,
ectu 5 2

Eesta de loz enteros: 15— 10= 5.
5 7t 15— 14 1

Reste de los quebrados: E_ P 53 T
A la diferencia de los enteros, 5, afade i 1
1 Sy e
la diferencia de los quebrados 52! tengo: S+ 24 3 24" R.
2 3
(2) Efectuar 9—— 5—,
7 4
Eesta de los enteros: §—5=4.
R : d 2 3 i 8—21
esta de los quebrodos: e =

. e : 3
Mo podemos efectuar esto resto, lo que nos indica que el quebrade - es menor que <

Fora efeciuor lo resta, quitomos uno
uridad de la diferencia de los ente-

- 1
o3 4, quedando 4 — 1 = 3 enteros y (i+£)_3=3__3=35 ?_I_=_?iﬂ_
®ito unidod lo ponemos en formo de ! @ 7 4 28

=

1
7+ 38 lo ofiadimos o ’? y tendremos:

A los enterss que nos guedaren después de guitar la unidad o
86 3, afadimos esto dilerencio de los gquebrados y lenemaos:
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SEGUMDD FROCEDIMIENTO. REGLA
se reducen los mixtos a quebrados y se restan ciBia i

|
. ' Ejemplo I

.

1 1_31 2B 124-75 8§ i
e
EJERCICIO 126
Simplificar:
1 65 —3L. R. 32 11. 9-—172,
2 T-—d4—. R. 3=. 12. 8-—22,
3. 8- —5- R. 3. 13. 255 — 142,
4 9 -2 R. 7o 14. 803 — 53>
5. 10+ —2~ R. 8. 15. 115 —101-.
6. 123 — 7. R. 5. 16. 1823 — 116
7. EEE—ET?E. R, ::D 17, 2157:%—133%“.
8. 11%--52. R. 67 18. 312 — 219+,
9. 19;1-12—!%5—. R. 7. 19. 3013 — 300~
10. 142 - 5L R. 92 20. 4013 — 400~

1 ]
Efect D= —
ectuar 3 5

@usm DE ENTERO Y MIXTo
REGLA

de |

Se quita una unidad a]
gual denominador que el
separadamente Jos

| Ejemplos |

(1) Efectvor 4 — #%,

Quitames una unidad o & que
nemos en forma de

enteros y los quebrados.

lo po-
a_f'ﬂ'lﬂfml

R

-

§
e

B eulf]

entero, que se pone en forma de “I“*h[ﬁ'
quebrado del sustraendo y luego se res
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3
(2) Efectuor 30— 14—5

3 5 3 2
50— 14— = 49— — 14==35=, R
e
» EJERCICIO 127
5i11|p|i[itﬂl':
e p g g 18-3-. R 142 11, S0=162. B3It
I.- g -4-2' & 2' - ll‘ ' 11! s 1‘- & 1=|
7 2 1 19 41 i
2 12-‘11- R. 1[}?- i i 2{]—&’[‘;“ R. lﬁ?n 12, Eﬂ—3ﬁ.ﬁ, R. Eaﬁ
-l 1 1 k3] i W
3 -5, R4 8. 21—=5. R. 15, 13. 0 —46—. R. 23—,
4 14132 R. 2. 9. 31—6=. R. 24 14. 95— 5120, R. 43—
T 8 =11 n E a0 N
5. 16—2-. R. 13-,  10. 40—35_.R. 4. 15. 104 — 19— R. 24—
@ RESTA DE MIXTO Y ENTERO
REGLA ]
%e¢ resta el entero de los enteros del nimero mixto.
| I 1
1
Restande 9 del 14 queda 14 —9 =5, luego nos queda 5 R.
& EJERCICIO 128
simplificar:
7 2 LG
1. 1.}.:__5_ 3. 13%_5_ 5. 27— — 16. 7. 40=—117. 9. 42? 19.
o . 912 30, . 53 — 49.
2 1+ -1 4. 207 —14. 6. 35018 8 31530 10.5%

. SUMA Y RESTA COMBINADAS

@ SUMA Y RESTA COMBINADAS DE QUEBRADOS

REGLA , ; :
~ Se simplifican los quebrados dados si es posible.  Se reducen al mi
imo comin denominador y se efectiian operaciones.

| Heavr 5w T

Ty 5 3_15_:m+5-nn?ﬂ— 45
-

33
L
N 8 4 N 120 120

L 11
= = (simplil.) =" R.

B
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3 EJERCICIO 129

_"-;||;:||_pll.lll'.-ill'-'
[ 1 1 1 1
oy &2 . 1=, B e e 1
A TR T ST ~
E i R & = ""-]—+-1___.l 1
9 2 - i e T 12. ¢« "7 T T R. e
e =
as 1 1 1 1
7 ] 1 = —_ — = == a
i T T R a8 13. 7 ) f 0 R. P
2 4 A G R
T | et . e |
4 %1 = a0 T 10 R b 14 'i”+ LU - B R. 8"
= 11 T 7 1
s & e i e ] g S a1
:l _II_ = :—_I' — ;. Rl‘ 15 i3 lﬁ' HF 15 150 1-&‘:1 R‘ _m-;}-.
5 i il 124 T 11 1 3 113
2 i et R. 135 18. 2" m TR =
R i 2 = 57
LB R w2 8’ R. 125 17. 2 " & 128 ° R. 6 128"
) 1 15 1 1 1 143
Al R, —. 7 | Rttt e e : R, —.
w28 Bl Sl 1582 18 48 il B 186
31 43 B 1736 1 = 1 1 l CET]
9. e "3 T I s 19. 17 m e P
111 113 117 787 a3 3 5 PRl
10- 20 30 ~ 0a- Lt 20 T % T ' 2 R

@SUHA Y RESTA COMBINADAS DE ENTEROS,

QUERRADOS Y MIXTOS

REGLA GEMERAL

A los enteros se pone por denominador la unidad, los mixtos se mf‘“‘
ten a quebrados; se simplifican los quebrados si es posible y se efectian
operaciones con estos guebrados,

l Ejem.p!'ﬂ I 3 ol
fec 4=2—— = —
Efectuar 7 . 3

14 35 1+5_ﬁ?i'—lﬂﬁ—-ﬁ+dt}_?11—1”_ml= Big

S T T 48 8 a4 48
= EJERCICIO 130
Simplificar:
L 344-2 R. 322,
2 ﬂ+1-}—-3l-. R. 6,
3 ﬂ--ﬁ-%-+i1—";a. R, 731
4 B---2, g gy
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3 L 138 ¥ 1T.0n (] 41
g B=tin R. 13— 20 STHot+e-2- R 4%,
. I i L 1 1 | 47
10 F+":——3".'"ETJ- R. EE 21. E‘—H—-‘m—ﬁ——ﬁ: R. ET*.
- 2 ) o | 1 T 1 108
167~ Mo+ 75 RO D S e —— Ty
iy
! L e 11 31
g 9 —ds+6. ROl 2. 94658+ R. 127
11 B T 1 11 1 T
3 H.T_ o E%+ E“? R. ]'EE. 24. 5;-3—3— i o R. ﬂﬁ
: T ] 26 1 1 -L-E.- 28
4 lb% +7—-—5-. R 18=. 2. 167 -3 -2-——. R. 10-.
ST 1 3 T
5, &-—-2+3—5. R 5o 2. 507 —6-8-—23 R. 34—
. 1 I : G | 4
16 9+4—5+8 RIS O S e R
| 1 i 1 av
7. B+5-—d4—-—1- R 52 A R. 33
‘ 1 1 1 1 1 3
8 dp-sto—1 R1% 29. Ty =5, +6;—6,+6 R. 8.
e 63
W i D ar e A T R e
J E‘:L;_EE—FEE_?'R' 31_1!' 30. 25 ) M 0 € 100
> EJERCICIO 131
MISCELAMNEA
wmplificar: 3
1 1 1 l_ y et
%-—{-:—-l—%}. R. -!lm 13. lﬁ?—{?'l'ﬁ— . R 15:11.
R e S U
s @il SRR rtaeboaleldy w o
ES - | 5 T
1 T e & S
3 Tr——X R. 3. Ih =Efa=—do) R4
l 2 i : ks H e
s L 2 I e : « I
4 3_;'_{ET+T] R. P 16 l: : 1 li:Hh 5 u-"'
5 9-{ioiy R. 8+ 1T Giali i
- : 2 i 1 I 1
A S R. — jg ek ok =15 R
L 2 k4 1 o o | R. 0.
7. 5{:~~[5_l} R. 44—. e e o
o : by L S ol
i -3t ~aly R. 25— 1 e ey Tl bl i) | 8
L i : {u " ﬂ} {l i 1 R. _';'_
2 1 a * i b | [ i —}. 4
S R. 13-, 21 RS e
T T . y o —
10, M-l 4L R. 135, 28, (6 +5—B) -85 Y
(23 ) 10 byl i ﬂlﬂ_-
i LIV T < |
11, IE-[-;--F%.'. ..:..}, R. 16 23. B a

12 5@-.{,'_4.1..%, R. 408 2. ( i 2
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B (4 -3+ (65 —55)  Roeg
18- (2 +37+47+57) R 2%
(6——+=)—(2——++1). gl
GiitpeGiatsatis
(=t e =i |
180 -85 — (25 +5—3)>  R174Z

- EJERCICIO 132

1. 51 tengo 3%, dcuinto me falta para tener $12 R. :ﬁ—:-_

4. Debo $183 y pago .'F-'-IE—:-, ¢Cudnto me falta por pagar? R. 5]40._:.' |

3. Una calle tiene ;'al]-:— ms. de longitud y otra 4;’% ms. JCudntos metrog
tienen las dos juntas y cudnto falta a cada una de ellas para tener 80 ms,
de largor R. Hﬁ% m.; 21!—; m.; 34% m.

% Tengo iﬁ%. ¢Cudnto necesito para tener ﬂi%? R. 51%.

8 Un hombre gana mensualmente $200. Gasta $5l}-:— en alimentacidn de
su familia; $60 en alquiler y 515-} en otros gastos. ¢Cudnto puede ahorrar
mensualmente? R. 5?12.

6 Tenia $50. Pagué §16> debis: = Sy

5 £ = que ia; gasté $5— y después recibi $42—
¢Cudnto tengo ahora? R. $70—.

1. Si empleo %— del dia en trabajar; squé parte del dia descanso? R. ;—

& La cuarta parte del dia la emplea un nifio en estudiar; la sexta parte en
hacer ejercicios y la novena en divertirse, dQué parte del dia le queda
librez R, Z,

& Un hombre vende % de su finca, alquila ;— y lo restante lo cultiva. ¢Qué
porcién de la finca cultiva} R, =3

4

1 ;
10.Un hombre vende 5 e su finca, alquila -s- del resto y lo restante lo

cultivar Qué porcidn de la finca cultivaz R, T,
12

11 Tres obreros tienen Gue tejer 200 ms. de tela. Uno teje 53‘:‘ T

18 :
34 T8, Cudnto tiene que tejer el terceror R, 14&% 1.

e |
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1 : . SR
13- Perdi ry de mi dinero y presté ; ¢Qué parte de mi dinero me queda? R, ?:-].
' 1

l 1} 1 . B L .| .] 1. o “ & .
13 Perdi E de mu dinero y PIL‘.IHL = de lo que me quedaba. ;Qué parte
de mi dinero me queda? R. —.
1k

3 : 7 . :
34 Los — de una finca se venden, = del resto se siemnbran de cafa y el resto
de tabaco. ¢Qué parte de la finca se siembra de tabaco? R. h}_

18. ¢Qué numero se debe ahadir a 3% para igualar la suma de E% y E%F R. ‘:":i'
Iv. MULTIPLICACION
@ MULTIPLICACION DE QUEBRADOS
REGLA
Para multiplicar dos o mds quebrados se multiplican los numeradores
y este producto se parte por el producte de los denominadores. El resul-
tado se simplifica y se hallan los enteros si los hay.(1)
EjEmPIW (1) Efectuar 2 0 2 X L
U [
PBip 3. 17_5x3x 17 25 _ 31
IR ST ARE R
g 1d
{2 E lando: — X — X —
) Efectuar, cancelando: - X =X <
] e
4:{?}{3_ AxTxd _ I1x1x1 _ 1
R T e ® ANIXE 8
3 2 3
2= EJERCICIO 133
Simplificar:
2.3 1 L. O UL 2]
%3 R1 L R. 6 13 FrRalr AT T
8 M . H 2 e R A L L
T‘H%‘ ' & oz T R. a’ It TR AT R. 18
7 18 3 O 3 e 1
?x;—l-_' R. T+ 'n. TKT‘.KT. ET. l‘n'- 2 . n:"‘:ﬂn Hu‘
15 1 3 4 & 1 T L
ﬁ“?- R. 4. 10 —x—-%x—+ R T M = e e B
22 LIV SVE. 2 LW G ROTLA
—‘Kir li- ar u.i ?HTHT- Rl . l?“- -HHFKI'I:{E 0
LIV x Ly Myl = LA gy YL =,
Rl l'ﬁ" 12 el TRl R':' 18. T Ral Tiak 5
Iﬂ procedimiento do eliminar uno @ uno los numeradores y denominadores, cuando

actor eomin a ellos, se llama cancelacion. Debe emplearse siempre que sea posible,
¥ curn. Al cancelar iremos tachando los numeradores y denoming:
%I“ un lacior comn, Coando operamos on esta forma, la [raccion producroe



e —

MULT!FLICACIDH DE NUMEROS MIXTOS

REGLA
Se reducen a quebrados y se multiplican como tales,

I Ejemplo I

2 4 1
Efectuar 5— X 2— x 4—.
3 5 9

5Exzix¢l= 17 ’ 14 @ 3?= 17 % 14 % 37 z Eﬂﬂé=653|
P8 T 5T 9 IxEXe s ik
> EJERCICIO 134
Simplificar:

11+ x12, R. 2. 11. 85 %57 x12. R. 4.

2. 33 x 11 R. 32 12. 105 X 3—- x 1-2 R. 31,

3 5% % g:_, R. 11%. 13. 1%— * 1;— :..: 1% b 1%, R. 25—;-,

4 E% X Iﬁ. R. 8. 14. 217 b4 f’.:;— e El{x -11;. R. 90.

5. ?% * 5—35, R. 7 15. 3-:— x 17;- x lﬁ 3 1;1— R. E%.

6. By X 12 R. 8.2 16. 63— 25 x 3+ x 21, R. 93

7. = x5, R. 86~ 17. 15 x 12 x 2L x 2L, R. 11—

8 1z x15x 1+ R. 2L 18, 85 x 25 x 72 x 2L R. 4145

9. 2¢ X3+ X1 R. 11l 19. 85 X 1—e x 32 x 152 x 12, R. 11075

10. 85 X 12 x 22 R. 2. 20. 25 x2+-x1t x4l xot R 52

MULTIPLICACION DE ENTERO, MIXTO Y QUEBRADO
REGLA

A los enteros se pone por denominador la unidad; los mixtos se redv

cen a quebrados y se multiplican todos comao quebrados.

l Ejem I
] Ph‘ Efeciuar 14 % Ei 4 -]- % ~3—
5 12 14

1% 32 % o % 3,:14:_:!?” I e _x19x1x3
i . R T T R T

LA

- M | I”
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£JERCICIO 135

:,.]“E,-.hiic::r:

1. 3X5 X R % 11. %xi}xﬂﬁxﬁ;. R. 12,
2 2t x+x2 R. 1. 12. T2 x 2x L x 66 R. 1

3. 3L XX R. —. 13. lﬂ:rqﬁ%x%}e:ilﬂ R. 1

¢ ExIxos R. 2-. 14, 36X —- X = X . R. -
b 1 X1y X5 R. . 16. 5+ x 2 x 6L x48. R. 19.
6 ?:-e;'z%xg lLl—t:}. 16. E%:{T-I—xﬁﬂgxﬁg R.-:-
T Ex?-;x—l-}l- R‘ulﬁ. 17. %x%xﬂ%xﬁx?lﬁ. R

8. %x%x-i%x;} R.;'E- 18. T%xlﬂx%xﬁ%xi. -
b Bxsx—=x= R - 19. 52X x=x2 X145 R.T.
10 22 x3-x4rx—— R. . 20. =x52x3-x1-x= R 19
EJERCICIO 136

MISCELANEA

Simplificar:

(5% 3) X 5. R. 1. 1. (3457 — ) % 9 R. 48—

L 16x(14-x55). R 1162 19 (15— -0) x5 R. 1.
b (- xs. R. 1. 18 (15 +57-12)x2T.  R. 8.
IS S 1 Ex@0rx2yx2s R
o= tial o R 18, (2+5)x (6= R. 185
b x4+, R. 79. 16 (2- )% (B+5) R. 10—
% 6i-2x3 R 16F I (G- DXGE D) R oo
b oarodyxl. R. L 18 (72452 X (28 +12). R, 377,
Y e-xk R/ 1 (115 -10)x (13-92). R 3.
Woael-Hxt R W ()X (36X 7). R.
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i 1 [, 1 l__!'_ _'l_ 1
s (B -bHxeoxs): RT3 G TTRIX G e
2 1 1 : -
97 {g_i_%}x{h—ﬁ} K. E_j_' 27. {2_+3—_}K(3+4‘+-1_._ ll‘h
| i) ; o
23, (L-1-——-—)x8 R.32;. B 151}:»:{-4-5_,.._}:,{ p .;
1 i i ET
1 1 1 S
[ 24. {gl+ l_E_L.—E}KILI R. 5-;. 29. {?_T}K{E'FE}KEF':? l“lh
—
280 - L 1 5 m-
25. ':E_'q'r { +___} R. e 30. (33 +r3}{{5—3-}x{5._:.+1

tero, quebrado o mixto.

|. Ejemplos I

H'.EDLI'{'.CIII‘JH DE UNA FRACCION DE FRACCION
A FRACCION SIMPLE

I Ejemplos '

(1) Hallar les ‘g de 40.

1
de 4—.
e -

| r

1 3
[
de ‘du';';

€ | k3

1
Diremos: Edﬂ 40 es 40+-5=8 y rns%uf&n BX3=24 Rk

En estos cosos lo palabra de equivale
al signe de mulliplicar Yy asi, en este

coso, podiamos hober multiplicado %
por 40 y tendriomos: Vs
(Z) Hallar los % de 5.

|
|
: 1
| D"Bmk'idu5ﬂ5+3=-§rlm:mﬁn Ex:--IE-S
| Multiplicando ambas contidadas nhhanumm el mismo fﬂ““ﬂdﬂf
2 _ 10
3 P =3 3

porque el de equivale al signo de mulliplicar,
(3) Hallar los -:-:fi-l*
2

W R
L

FRACCION DE FRACCION €s una o varias partes de up Nimer,
en.

-

=k

3
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Ff
(4) Hallar los E de 4—,

6
7 g IR S T R | e
Ciearier Sl
» EJERCICIO 137 =
Hallar:
1. % de 122 R A 7. % de 81 R. ﬁﬂ% 13. % de .j.% | i e
i
s , ; 3 1 1 ] 1
2 &ded2 R 8. - de = R 14 de2- R
1 1 2 2 2 T
3. < de 108. R. 94 f=d - K = 15. 1 de 9= R 6=,
2 8 LI P A 0 4e 0t 2
& 2de13. R 2. 10. — de —. . = 16. 7; de 2. R. 2%,
5. = de 96. R. 88, 11. — de o . 2 17. = de 5= R.2%
6. *des5l R. 21 12. L de 164. R. 72 13. — de 84— R. 20>

FRACCIONES MULTIPLES
Las fracciones multiples no son mds que productos indicados y se re-
suelven multiplicando todos los nimeros dados.

l Ejemplos I

2 5
” } Huilnr los E de los E de 10.

: 5. .3 y X 3 e h
- ~ de los — del doble de 100.

{3) Hallar los Pdelﬂf-]? Z
s 3 3 2 100 _5x3x3x2x100

e s A T T R L
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5. — de los — de 120. R. 27. 9 5 delamitad de gy g 3.
é. -i de los % de 112. R. 12. 9 % de los ‘% de 440. R. 235
7. = de los — de 33. R. 11 10- 5 de los - de 5 de g6, g, 12
¥ i de los j del triplo de 40. R. 60,
12. : de los % de —: de 16. R. ]—'5
13. il de los TF:: de los ?” del doble de 50. R. 7:_":_
14. ":T de los _E de la mitad del triplo de 200. R. 111_:_‘
15. % de ':ii del triplo de los 1-75 de % de 5%. R. .:;_

- EJERCICIO 139
LK % el Kg. de una mercancia, ;cudnto valen 8 I‘Lg_s., 12 Kgs.? R. 37, ,'ilﬁ.:.,
2. Un reloj adelanta -:- de minuto en cada hlura._ eﬂulimc:: adelantari ¢p
5 horas; en medio dia; en una semana? R. .‘ST min.; ;‘:-; min.; 1 h. 12 min,
d. Tengo $86. Si compro 3 libros de 51l cada uno y seis objetos de a $%
cada uno, gcudnto me quedad R, 571-—
% Para hacer un metro de una vbra un obrero emplea § horas. ¢Cuinto

emplezia para hacer 141 IELIOs; 15i metros? R, 88 hs, 1[]31—“1 s,

5. Compré tres sombreros a ﬂ— uno; 6 camisas a HT una. Si doy para
cobrar un Dbillete de $50, ;cuinto me devuelven?. R. 519-

6. Tenia .fai— compré 8§ plumas fuentes a .‘4— uia; 9 hibros a 5?% uno
v luego e pagan 515— ¢Cuiinto  tengo ahora?, B 315-

T- $i de una soga de 40 mewos de longitud se cortan tres partes iguales de

- | .
e m.eum de longitud, ;cudnto falta a lo que queda para tener 31% Ipeey

R.E-'—m.

51 compro 10 libros de a $— une y entrego en pago 2 mewros de tela 0€
a ll— el metro, jcuinto dﬂm? R. .hl.

+ :D“;P'é 16 caballos a *E{l— urio y los vendt a iﬂ(}— uno. EE"‘“"“M
151—

10. :“ﬁ tl saco de I'.Iﬂ_l".ll'u“l {cuﬁnm FaEnré Pﬂl ires Wﬁ:!!!

11 ?@

¥ gasté los L. ,Cudnto me queda? g,_gg. e
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12, Si tengo 225 y hago compras por los — de esta

s cantidad, jeudnto dehos
1.

4 = 4
13. Un hombre es duefio de los ~+ de una goleta y vende E- de su parte,

;Qué¢ parte de la goleta ha vendido? R, l.

14. 51 me deben una cantidad igual a los X 5 de §96 y me pagan ]..:,5 — de lo
que me deben, ¢cudinto me deben ain? R, §21.

16. Un hombre es duefio de los 2 de una finca y vende

% de su parte.
¢Que parte de la finca le queda? R. -;:-.

3
16. Ln mechero mnsume o Kgs. de aceite por dia. ;Cuinto consumird en
— dt‘ dia? R. % l-Lg

1T. Si un aum anda G0 Kms. pﬂr hura. ,;{:uanl.n andari en =, en “ en —
il
Yy €n Tf de hora? R. 38; T— = IDH. iﬁ's— Kms.
18. Un obrero ajusta una obra en $200 y hace los % de ella. (Cudnto reci-
birdi?  R. $70.
8. Un obrero ajusta una obra en $300 y ya ha cobrado una cantidad equi-

valente a los ﬁ de la obra. ;Cudnto le falta por cobrarz R, *El]-

20 :Cudntos litros hay que sacar de un tonel de 560 litros para que queden

en él los % del contenidei R. 80 L

21. La edad de Maria es -:;— de los % de la de Juana. Si ésta tiene 24 afios,
seudntos tiene Mariar R, 8. a.

42. Me deben los -:~ de $28. Si me pagan los ﬁ de 388, ;cuinto me deben?
R. $30.

% En un colegio hay 324 alumnos y el numero de alumnas es los 13; del
total? ;Cudntos varones hay? R. 198

4. De una finca de 20 hectdreas, se venden los ,E. y se alquilan los % del
resto. ;Cudnto quEdaP‘ R. 3 hectireas.

V. DIVISION

@ DIVISION DE QUEBRADOS

REGLA

~ Para dividir dos quthﬂdm se multiplica el dividendo por el divisor
invertido. Se simplifica el resultado y se hallan los enteros si los hay. (1

(1) Después de invertir el divisor debe cancelarse si ¢s posible.
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14 B
| Ejemplﬂ I Efectuar E e

T35 55 B 55.B . Llatdeml

3 EJERCICIO 140

Simplificar:
L Lot RO & L+ R2; B 2.8 o
1 ] B ] T2 8
2. %7‘%. R. ]'T' 8 T R. o= 18. ntn R. 1*:-
T u d 1 8 1 LI
'5- IT";‘. R- l._ﬁl 10- my E R. . 1?. — .FE_ E. ':';%-
N AL b L a9 A b
& oA R. 10" il. R T R. 16" 18. TrRREE T lﬁ-.
| . B 2 L L A0, 08 3
| 5. ?-h? ]L—B" 12. e R. — 18 P L_ﬁ_
| .. = e w, w !
, E- ]—ITE. R.. ET. 13-. e el R.r 1!. m.. ==t T Ll?ﬁ'
e 5 30 3
| T b, R. = 14. e R. 20.
| DIVISION DE UN ENTERO POR UN QUEBRADO
- O VICEVERSA
| REGLA
| Se pone al entero por denominador la unidad y se dividen como que-
brados.
! Ej“ IPID Efectuar 'I5|ZI-t--;--;—+
|

@ EJERCICIO 141

Simplificar:
1. s+—}. R. 16 8. 2ﬁ+l!. R. 208.
2 15+3 R, T 8142 pogl
2 ; 2
ol e 0 T 5243 R. 241,

S R R O T
K. i e w4 a .
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- et

@mwsmw DE NUMEROS MIXTOS
REGLA
se reducen a quebrados y se dividen como tales,

m Efectuar ‘|4_l.+5_]_
12 9
1d|—-:-5_l--~ ]6?+46:1ﬁx_?_=m?x?—lﬁ?xj_f’m_EH? R
TR L L | T e B TP T e T i
» EJERCICIO 142
Simplificar:
: Sy n I L2 Lk g % . ol0 B
1. l;—-ﬁa- K. 14 LS 15 : 3:.‘ R. 18" 9. oq 22 . EE'
1 1 2 r_ﬂ_._-__ i i . E;*E i
B =i et el e 16. 3 + 2. R. 1-.
gt gl 2 i Ly L * e R £
am ;'g“l'T ;- Rl -I‘ ln- T'l :IH- R. ll-ﬂl 14~ llﬂﬂ' = 1213 R.. 3.
g 1 108 B 1 1 P L, X
& St 1 sl Rl 18. d4-+24= R -
g B e | 301 3 1 21 n . .1 1
R e 12 &7+1ig. R. 3 19. 15+ B
. z - R | T T [ o1
8 22+3- R — 18. 6-+1-. R. 6 20 1—+9—. R.—
s & 102 L 1
1. IH_IT' R. = 14. 5 :3”. R. 1“.
- EJERCICIO 143
MISCELAMNEA
Simplificar:
S g e L M
1. {:——:-T:-}-:-%-. R. —;— 9 ETW?_I,:’* R. =
H 2 .8 1
2 Br+Tyx1. R. 1. 1. <+ (3% R 15
: i 1 L
. (2441 R. 2+ S L= () R. o
Tl
PO D B R. 21, 12. 2+ +(2-7) R. 155~
4 [ . 3
8 (udy utt R. 2 18. (7T+3;)+(14+67) R
3 8"
1
8 (5 —4)+17. R. 7 14 (60— 3) + (80 =3g), o1 Bed
5 10 1 B it
L (radyead, R. o B (3% o+ 105 1)
B 9 . 1—
B+ R T 16. (10 + ) + 105 R. 155
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L B T
17, (3 x 3 X+ 3 o 3. (50 =50+ sy R
1 1 3 e 00 .[l+_."_..|...1_}_.__1_ Y
18. f?-f'-"__'.}_:l?' * s N B0 20 | S Rrﬁi
1 1 .I_.__’_ A | g
19. 25 +37 -39+ R 2y B GH-+L; R @
a . a o
LT

20. (0 + '15} - &+ :l )-

. a 1 S 1 5] 1
26. (195 +5) + (45 X = X 7).

£ o
£ale i |
e =

2. (s—) X 2—5) = (1—).

g 8l

28. {4—:—]x{5—%}+%

2. (EXD+(E+6) G+

EoELE B N R e R
ﬂ?ﬂ

30. (27 —17)+ (3T +20) = ——. 1.

Bl 5 de (5 +) By
32. — del los (> +2) de 72. 26
33. — del los (+ + ) de 150. 31+
34. - del los (++4-) del doble de =, =,
36. 5, del doble de la mitad de los (- + 1) de 142.  R. 182

>  EJERCICIO 144

1. Diez obreros pueden hacer 14;1-; ms. de una obra en 1 hora. ;Cudntos
metros hace cada obrero en ese tiempo? R. 1:-: ms.

& A $ﬂi el kilo de una mercancia, scudntos kilos puedo comprar con
$807  R. 352 kilos

3. E{_‘;uil es la velocidad por hora de un automdvil que en 53_'1 horas recorrt
Wﬁ; Kms? R. 40 Kms,

% Un hombre puede hacer una obra en mal dias. ¢Qué parte de la obra
L

puede hacer en 5% dias? R, %—.

5. La distancia entre dos ciudades es de 140 Kms. (Cudntas horas dghe

andar un hombre que recorre los ;'; de dicha distancia en und beip

para ir de una ciudad a otrap R, i} h.



=3

13.

14.

13.

Vi.

cinttadiat gL L B 8

sCuantas v::.riH'-is de % de metro de longitud se pueden sacar de upa
varilla de — metros de largo? R, 11 ¥

%1 una llave wvierte B— litros de agua por minuto, jcuinto tiempo em.
pleard en llenar un t.ILp{::dtu de 9[]— litros de capacidad? R. 11 min.

S1 una lave vierte J—- litros y otra 2— litros de agua por minuto,

jen cudnto tempo lli:naran un depdslm de .19— litros de capacidad?
K. 10 min.

51 tengo ol, sa cudntos muchachos podré dar 1.1_ por cabeza? R. A 30.

% 5.; S¢ Teparten entre 6 personas, ¢(cuinto toca a cada una? R, i—
5i un hombre hace un trabajo en § dias, dqué parte del trabajo puede

hacer en 1 dia, en 1-— dias, en 3 diass R. ,:. é .'_r

5i un kilogramo de frijoles cuesta los = - de uno de manteca, scon cuintos
kilogramos de frijoles podré cnmprar 13 de manteca? R. Con 20,

51 en 20 minutos estudio los 2 de una pdgina de un libro, en cudnto
tiempo podré estudiar 10 [Jagln;]s}' R. 5 h

¢Por qué nimero hay que dividir E—- para obtener 3 de cociente?
R. Por 2—

Reparti HH— entre varias personas y a cada una tocd $3— ¢Cudntas
eran las pemunas? R. 5.

FRACCIONES COMPLEJAS

@ FRACCION COMPLEJA es aquella cuyo numerador o denominador, o

ambaos, son quebrados.

A P 7 I,
E e O [
I‘If i i e 6 s

. SU REDUCCION A SIMPLE

Para reducir una traccion compleja a simple, se efectiia la divisién del

fumerador entre el denominador.
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17
{ 2) Simplificar /i
AR A e L 1
B/ ] 11 R T 3
/12
10
Sy 5 0 5 ] 5 1
0w 12 1 1200 12 ;o
/2
g
/s
/10
/g T 2 1
g p i N
S I T W v
TR S DT R
IMVERSO de un quebrado es otro quebrado que tiene por numerador
€l denominador del primero y por denominador el numerador del

primero.

( 3) Simplificar

{ 4) Simplificar

- 4 1 . & T ¥
Asi, el inverso de 4 6 — es —; el inverso de% e —eldesaT

El inverso de un quebrado proviene de dividir la unidad entre dicho
quebrado.

: e et R L

& 1 8 1 B B
1+—=—-[—-—=-—}e:—=—.

- S TR L [

Por lo tanto, siempre que tengamos una fraccién compleja cuyo ol
nerador sea la unidad, para reducirla a simple, no hay mds que inverts
el quebrado del denominador.

E}emph' __i_-i R _I—E—.ﬁ, R.
.'l._'a. : lfi—ll_
> EJERCICIO 145
Simplificar;
5 1
L =, - /s T
e K B
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s 5 41/
g B, 1= oA ; */ 10
B/ B 5 61/, R. 13. 5. E;;r_s R. _3:';'
*fa 1 1%
T —. R. 3—. =t ) =
318 2 /s b B, 8. _i_ L 3_':'
T
1
15 : 16 T
10, —. R. 3—. i _18 L
1 0 11.- 1 . R-.-i 4- ll‘ ]:-': ' Rn- I
ll'r* Y
X 1
E S _ijll__l 5 fﬁ
13 —. R. —. pl ek 3 el LT B
15 25 1¢ i B 8 1. 1 115
B Iy
3 © s
3, 2 5/ : o 2
1'5‘- T, R. ?. 1?.‘ E- R. 32. 1!_ E R. 2‘;‘
Ty 2 sy
o/ 3
e B
la- E]_h W v _I.i?- . _ljfi u . 53.
e /s

EXPRESION FRACCIONARIA COMPLEJA

Es una fraccion compleja en cuyo numerador o denominador, o en
ambos, hay operaciones indicadas.

P —l—-i-—; (&+~:—)+ 5
' Ejemplos I ] 2
= i

B®r 1,

@ SIMPLIFICACION DE UMNA EXPRESION
FRACCIONARIA COMPLEJA
numerador y denominador hasta con-

efectian opera del
"l‘ﬂl‘ll!m en un ml.l‘n queh::‘l.lll‘.:lf .:! efectiia la division de estos dos gue-
Pk 1
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e+ Va=1/10) x %

S { 1) Simplificar
Ejem R
L/
Mo+ o= 12l X% VX%, Yo 1
oo TR
8 - ._h 6 2 7
| ?'E"E 51
| 3 =+ ﬂjl B
| (2) Simplificar _ — x (235— +4-
. F/y _L,.i ( 5 5)'
12 1/2
2 1 12
; Efectuando el numerador: £F + il = /s =—d-+£- 43
| 3 e 3 Ffa 5 ?-_!-n.'
T 1 18
' Efectuando el denominador: ¥/s A = /s il = .E_l =ﬂ
| e s Y2 s 5 2710
! Efectuvande el paréntesis: zssl -+ 41— =ﬂ £ -5— =56
5 5 5 21 '
437 43 2408 63
Tendremos: 2 w5 = — % 5§ = =35
= = — - R.
/10 &7 &7 67
(3] Simplificar 31
g Lo
Fi=L sy
3 3 3 |
Esta clase de fracciones se reducen o sim- = = = —]
ples re?limndn las operaciones indicadas 24 /s Fia |
de obaje hacia arriba como se indica con ' e (16 11 E+E
los cuadritos: 20 2=l kit =
i .55 55 I_Ii 2
T 1T a s
> EJERCICIO 146 4,
Simplificar:
T
ok i RIS
: o P | 1/, 48
wa R 1 ‘|I'I+ ||rﬂ JIII |
4t —ol 3L 4|
-85 41y, 5, — i OBy
2. . R, —. s sl —10%
2=1f, 108 65 + 5y — 105
0+ f100 =" s '
1. in 160 ;‘I]“ R 109 [ L I -""ﬂ;
10 : T 1 R
Tl H_ |
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.-+1—-—%:"":T .‘ﬂ 0%fs
e BRI TP
- S % 17. — 243 R.g-
21}-'1.75""{7“? G+(B—1/,) =
(E-‘P'%"'v?}“a:l_a i —E—-J-g__l;'r_2
: e = 1, y
= 43 2 18, : R. 211
S=% 5 '
3*{—3—:::?_:
':-'!E + % as+3/s0) X /e ]
_L _R. IE. 1+1_ ]_I.
IJ{H_.IJ"H _EH-"' 2;
= 1 Ay 18. % (231 _:_-;I'I_
(= —a=k 10 .26 e B s @'fa+25).  R.5
el 7 :
B—t g /e
2_":- H_'k’lrs
(6= /20— /us) +2/q v
* R o TR 1 uy
(s —"/12) X 4[5 4—1h+5—'f= o gy
1 1]'12 2‘!:
LT 4 a
(9. i * J;)K [z y w2
Lo e o CEUE S . PR
SEae T TR TR e
T R
- o :
3. 0 Y o 4. 1o T R1
_1_.__E_l 2+1_:.I" A
s piils !
5
1 23. 2+ i ®
:‘“-?}; 1 ] R. 42.
W L S0 o 41
R R e
TR 1
1
Is 1o 24 3+ e 1 R, 3:;1
e s 1=/
||II- Ii:l I.irl- 188 |
1‘_ TP T R. 248 " ﬂﬁ-.ﬁ-l' T R. ﬂ%-
Y s Ay SETTR
-IJ{’ "l 28 5 35
18, *"s’r 1 =i . B




En las numerosas inscripelones egipcias descifradas se encuentran variadisimeos problemas con ndmeros frac.

cionarios. Con su peculiar sistema de fraceiones con la unidad como numerador, resalvian les problemas

de la vida diaria, tales eamo la distribucidn del pan, las medidas de la tierra, la construceidn de las pirdmides,
gicétera. Algunos de los problemas presentados en el papire de Ahmes tlenen todavia actualidad,

OBLEMAS TIPOS SOBRE CAPITULO xxw
BRADOS IMUNES

'f/i';i‘ Si anadimos 1 al numerador y 3 al denominador de -:;, jaumenta o

disminuye este quebrado y cudnto?

Al afiadir 1 al numerador y 3 al denominador, ~ se convierte en

L
: e :':"- Para saber si el quehr&dﬂ 2 ha aumentado o disminuido al
convertirse en ?1: tenemos que rEdllclr ambos a un comun denominador.
8 8x7._2 4 4x4 16
4 4xT 28 7" Tx4 28

i a . i
Aquf vemos que = ha disminuido porque su valor era - ¥ 5¢ ha
: 16 : : i
convertido en —, y lo que ha disminuido es:
210 16 .8

B 22 R

> EJERCICIO 147

L. ¢Aumenta o disminuye y cudnio _:. al afadir 1 al numerador y 4 al de-

nominadory R, Dis. 22
17

282
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L 10 :
g, #Qué varlluaclﬁn sufre 5 al afadir 2 al numerador ¥ 5 al denominadar

R. UI-E. E'

. alteracién L
3. ¢Qué " sufre .

R. Aum;

al afiadir 5 al numerador ¥ 3 al denominador?

4. (Qué varla:n’m sufre > ; al afadir 7 al numerador y 4 al denominador)

R. Aum. ;

R o -
¢Aumenta o disminuye = al anadir 3 a sus dos términos y cudnto?

1

R. Aum. =

g. ¢Aumenta o disminuye % al restar 5 a sus dos términos y cudnto

]
R. DIS;

- . B o .
T. d.ﬁ.umu:enti o disminuye — al afadir 4 a sus dos términos y cudnto?
R. Dis. —.
g_.ﬁuml:ma 0 l:hs:mmuye — y cudnto al restar 3 a sus dos términos? R. Aum. >
14

9. Si tengo lipices que 'Ir'a.lE'n I-—n los vendo por I-l—a. dgano o pierdo y
cuinto? R. Pierdo “E

10. #Qué serd mids ventajoso, vender 50 sacos de aziicar a !5% 0 a 55{— ¥
.

&n

cudl seria la diferencia de precio en la venta total? R. A ;5%; ot

2)

|

gPur cudl nimero se multiplica % cuando se convierte en 2-%?

E—:— es el producto y % un factor. Para hallar el otro factor no hay

mas que dividir el producto entre el factor conocido:

g 5T 6102 82
2 e e e

Luego se multiplica por E-E R.

2  EJERCICIO 148
F 4 1
1. jPor qué nimero se multiplica 5,— cuando se convierte en’ —; — cuando

83
: s & . M o.a
se convierte en —, — cuando se convierte en 62 R. Por il 10

i - e
2 iPor cuil ndmero hay que multiplicar 1-}-:- para obtener 5—# R. Por _o

3. 4Por cudl ntmero hay que multiplicar a 7 para que dé 8 a 9 para que
LU
dé 10; a 14 para obtener 37 R. Por — <5 5

4 Por qué nhmero se multiplica 5 cuando se iﬂldt 2 a sus dos términos;
]

cuando se resta 2 a sus dos t¢r:111mmi" R. Por ﬁ 7
5. sPor cuil nimero se multiplica < cuando se resta 4 & sus dos términos;

l
cuando se anade 5 a sus dos términost R, Furl
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ki

394

Qque

T

sPor cuil nimero se multiplica 6 cuando se convierte en 4; 3 Cuandy

[ W i T h E._ I__
se convierte en 1; 11 cuando se -.;eru:rte en 12 R. Por T = 11_;;
;Por cudl numero se multiplica = cuando se afiade 5 aj numerador

o

y 3 al denominador; cuando se resta 3 de 7 y se cambia e g por 10;

18 14
K. ror 1— =,
:Por cuidl numero multiplico el precio de compra de un objeto que me

1
_ X PPN D013 ¥ fu
costd $15 al venderlo por $20¢ R. Por 13-

\ : Nis : 3
| ¢Por qué nimero se divide B0 cuando se convierte en -4—?

80 es el dividendo y = el cociente. Para hallar el divisor ng hay mis
dividir el dividendo entre el cociente:

Luego se divide por 133%. R.

EJERCICIO 149

¢'or qué nimero se divide § cuando se convierte en §: 9 cuando se
convierte en 7; 11 cuando se convierte en 197 R. Por %; 1%; -:—:
¢Por cudl niumero hay que dividir a 7 para obtener 8; a 9 para que
dé 10; a 14 para que dé 3; a 50 para tener 'li' R. Por {-; i; 4%; 200,

e S 3 1
¢Por cudl nimero hay que dividir a 553 para tener 1_1'.%.* K. Por :_:.
¢Por cudl niamero se divide % cuando se afiade 2 a cada uno de sus

g : 1
terminos; cuando se resta 2 a cada uno de sus términos? R. Por ,—?L 1;-

: R :
Por cudl nimero se divide 5 Cuando se resta 4 a sus dos términos;
cuando se afade 5 a los dos? R. Por = 18

a1z

Por cudl nimero se divide % cuando se anade 5 al numerador Y
3 al denominador; cuando s¢ resta 3 de 7 y se cambia el 8 por 10¢

R. Por II"r; 9.2
e in
fPor cual nimero divido el precio de compra de un objeto que me costd
$15 cuando lo vendo por $20¢ R. Por L
y i
51 en lugar de dar 60 cts, a un muchacho le doy 80 cts., gpor cudl nimero

he dividido lo que pensaba darle antess R, Por X,
'

Si en lugar de comprar arros a H-:* cs. libra lo compro a 4% cls., ¢por

cuil ndmero s ha dividido el precio primitivo?  R. F“rfa:!

T
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10. Si en lugar de estudiar 5 horas estudio 3, spor cudl nimero he divididg

el niamero primitivo de horast R, Por B
8

;Qué parte de 10 es 47

s 1
Diremos: 1 es = de 10; luego, 4 seri cuatro veces mayor, o sea,
1 ol
T xX4= 10 6

Luego, 4 es los % de 10. R.

Como se ve por lo _hf.jclm. no hay mds que dividir las dos cantidades
dadas, poniendo como divisor o denominador la cantidad que lleva el de
delante.

@,{Qué parte de -::- es %E‘
aoma - 2 e
Dividimos, poniendo a - como divisor:

3_2

R e R T

Luego, % es los — de % R.

< EJERCICIO 150

1. Hallar qué parte de 5 es 4; de 6 es 7; de 9 es 8. R, -:'I*: j:-: *:u,
2. ¢Qué parte de 15 es 20; de 12 es 18; de 24 es 307 R %: %; %
3. ¢Qué parte de 20 es 5; de 18 es 4; de 5 es b R. %; -:—: %
4. /Qué parte de > es =; de - es 337 R. 1 T

5. :Qué fraccién de 4= €5 5—; de T— es 247 R g,

6. #0ué parte de un peso son 6 cts.; 18 cts; 40 cts? R

- ‘-
!;!

8 gQué parte de una pim de 60 ms. es 14% ms.; % ms.; 12 ms.?
£, L, %
= = 12" 5

B Juan tenia bs. 60 y gastd bs, 18. ;Qué parte de su dinero gastd y qué parte
ahorrdr R — o

o
% Un hombre que gana 80 sucres mensuales, gasta 25. Qué parte de su
B, 11
sueldo gasta y qué parte ahorra? R, 7o

10, Un hacendado tenia una linca de 200 hectireas y vendid ~:— de 48
hectreas. sQué parie de la linca le queda? R

|2
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- Qué parte del costo se IJ,,L.HH: cuando se vende en 15 soles s que by
N ' L

: 1 |
costado 20¢ R. —

12 Un P'uh'r: reparte £1 entre sus Lres hijm A uno da ol cots., a otrg
i cts. ¥ a olro ¢l resto. ¢Que parte del peso ha dado a cada wupg de |

: 1 2 1
los hijos? R. - 5" 10 |

13  Si me deben los -.' de 500 colones y me pagan los -3— de 300, :qué parte de

H]
lo que me debian me han pagado y qué parte me adeudan? R, =1 |

-—

)
14. Una botella llena de liquido pesa 3 Kgs. y el peso de la botelly es L

P 8
de Kg. ;Qué parte del peso total es el peso del liquido? R, 2T .
4
18. Cuando vendo por 24 cts. lo que me habia costado 16, ;qué parte de] |
: 1 1
costo ¥ de la venta es la ganancia?z R. — del costo = de la venta. |

16 Cuando vendo en 500 bolivares un caballo que me habia costado 425, squé
parte cs mi ganancia del costo y del precio de venta? R. %dtl COsto;
??:. de la venta.

IT.  ¢Qué parte de un cugamento de arror que vale 4300 lempiras podré

comprar si vendo 7 caballos a 500 cada uno? R. .E‘.._

Un caballo que costé 1250 sucres se vende por lus del costo. ¢Cudn-
to se pierde?

Para saber en cudnto se ha vendido el caballo hay que hallar los %
de 1250 sucres:

1
= de 1250 serd 1250 + 5 = 250 y los §_ serin 250 x 2 = 500 sucres.

Si el caballo se ha vendido en 500 sucres se han perdido 1250 — 500
= 750 sucres. R.
Tenia $80. Perdi los =y presté + del resto. ;Cudnto me queda?

]
Ferdl 5 de $90. - de $90 es $90 + 5= $18 y los - serdn $18%3
=5$54. El resto serd -'IEI:I $54 = $36, :

Presté = 5 del resto, o sea, —dn $36:

—d" $36 es $36 + 6 = $ y los -unin $6 x b = $30.

$i perdi $54 y presté $30, me quedan $90—($54-+$30)=$00—$84=96. R.




10

11.

13

L

18
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EJERCICIO 151

;Cudnto pierdo cuando vendo por los 2 el
tado Q 842 R. Q.48

t[_..u.mlu gano cuando vendo por los 1R del
108 soles? R, 48 soles. ¥
:Gano o pierdo y cuinto, cuando vendo por los 2
que me ha costado $40° R. Gano $44.

costo lo que me ha cqs
costo lo que me ha costado
— de los < del

- 2 costo lo

Al vender un caballo en 910 colones gano ic-s 2 de la venta. Hallar el
costo.  R. 560 colones,

(Qué parte del costo pierdo cuando vendo Por 365 lo que me habia
costado $807 R. L,
Compré un traje lr $30 v 1 :

p Je po ¥ lo vendo ganando los — del costo. Hallar
el precio de venta. R. 3$39.

Un obrero ajusta una obra por $36 y hace los X de ella. ¢Cudnto recibe
y cudnto le falta cobrar? R. Recibe $32: I;Itan $24.

7 :
Me deben los — de 90 lempiras y me pagan los % de 90. :Cuinto me
deben aun? R. 16 lempiras.
De los 84 cts. que tenia, perdi % Y presté IE; ¢Cudnte me queda?
R. 30 cs.
De una ciudad a otra hay 210 Kms. Un dia ando los = de esa distan-
cia, otro dia los E y un tercer dia los -u. ¢A qué dmanc:a estoy entonces
del punto de llegada? R. 51 Km.

De una finca de 500 hectireas se cultivan ;ﬂ. s¢ alquila ﬁ y lo res-
tante se vende a 5000 bolivares la hectirea. ;Cuinto mmporta la ventar
R. bs. 1875000.

Con los $65 que tenia compré libms por $15 y gasté en un traje los TT:.
del resto. ;Cuinto me queda? . $15.
Una viajera tiene que recorrer 75 Ems Un dia anda los -E- de dicha dis-

tancia ¥ OLro dl'.‘i = del resto. ;Cuinto le falta por recorrer? R. 20 Kms.

3

Un muchacho tiene que hacer 30 problemas. Un dia resuelve los =

¥ al dia siguiente los 2 del resto. ;Cudntos problemas le faltan por
T

resalver adn? R. 9.
Tenia $96. Con los |_ de esta cantidad compré libros y con los — de

lo que me quedd compré un traje, JCudnto me queda? R, Ii.L:
A ‘E-* el quintal de una mercancia, Jcudnto importarin lrﬂ pedidos,

de los cuales, el primero conuene 5 quintales; ¢l segundo —n de lo que
tontiene el anterior, y ¢l Lercero o :Ic lo que contiene el segundo? R. $18.
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17. Un padre deja al morir 34500 para repartir entre sus greg hijos,
=8 ;o vy e 1
mavor debe recibir s de la herencia; el segundo = de Ia parte gq
anterior, y el tercero lo restante. ;Cudnto recibird cada uno? R, M;

yor, $1000; 29, $200; 39 33300.

= = 3 - e i
18 Tengo 9000 sucres. Si presto los =2 de esta cantidad; Baslo ung Cantidag
igual a los L de lo que presté € invierto una cantidad igual a log S
b . m -
de lo que gasté, jcuanto me quedari?z R, 2940 sucres, ,
7 . 3 et
19. De los 32000 que tenia di a mi hermano los = a mj Primo Juan Jog *
2t 8 . k. : = s £
del resto y a mi sobrino los - del nuevo resto, sCuinte me queda;
R. $200.

20. Tenia ahorrados $1120. En encro inverti la mitad de esta cantidad; ep
tebrero la mitad de lo que me quedaba; en marzo la mitad de Jq que
tenia después de los gastos anteriores, y en abril la mitad de lo gy
tenia después de los gastos anteriores. Si con lo que me quedaba compre
cn mayo un caballo, ;cuinto me costd el caballo? R, $70.

@ ¢Qué hora es cuando el reloj sefala los -:— de % del doble de las 6 de
la mafana?

Como se trata de una fraccion multiple, no hay mds que multiplicar
todas las cantidades:

Exl-xzxﬁ—i
R R T e

Serin las 4 de la mafiana. R.

=  EJERCICIO 152

51 me pagan los -; de los ~j de 3150, scuanto recibirér R. $40.

2. ¢Qué hora es cuando el reloj senala los :— de % del triplo de las & a.m.?
R. 3 p. m. g

3. 5i me debian los % de 840 bolivares y me pagan los "'T de los — de 840,
¢uianto me deben?  R. 90 bolivares.

% De una finca de 4200 hectircas se venden los :? e -:r- y se alquilan los
EI de los % de la linca. Cudntas hectireas quedan R I:EH'EI hf’

B.  5i vendo una casa por los T:' de los :— de $7200 y un caballo por — s
de tT de $2400, scuinto recibiré en total? R, 31600 ¥

6. De una linca de 6300 hectireas se venden primero los ::- de los 7 ¥
mas tarde los —: de los —:— de los : Cudnto queda? R, 1000 ha.

7.  Cuianto pierdo cuando vienido purl los -:— de los -I?.-l del costo lo que it
ha costado 5000 solesy R. 3200 soles, i 1 3

8. Una persona tiene derecho a recibir los :—" de $2000. Si cobra 4 4¢3
de 52000, souinto le deben? R, $4al).
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10.
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3 2 3
Una persona es duena de los = de un terreno valuado en $10000. #Cudnto

recibird si vende los = de % de su pl*]'l‘.{:r R. $1050.

Un reloj adelanta por hora los % de lus — de 40 minutos. ;Cudnto
adelantard en 10 horas? R. 2 hs.

. Lns T de un nimero son 60, :Cuil es el nimero?

. 3 i
51 los — dei numero que se busca son 60, *1- del nimero serd 60+3=20,

y los -1-. 0 sfza ¢l nimero buscado, serd 20 x 4 B0, R.

10.

11.

12.

EJERCICIO 133

.{Cud] es ¢l numero cuyos % equivalen a 508 R. 125.
Los — de un niomero son 120. Cuil es el numtmr R. 160.

Pedm tiene Y anos y la edad de Pedio es los 2 de la de Enrique. ;Qué
edad tiene éste? R. 6 a.

Con los $65 que tengo no podria pagar mds que los :—f de mis deudas.
{Cuinto debo? R. $70.

Compré un traje y un anillo. El traje me costo $45 y esta cantidad es
los —:— del precio del anillo. Cuinto costéd éster K. $81.

Un hombre gasta en alimentacion de su familia los % de su sueldo
mensual. 51 un mes gasta por ese concepto 82 lempiras, jcudl ha sido su
sueldo ese mes? R, 205 lempiras.

5i los —3— de los -:'- de un namero equivalen a 24, ;cudl es el numero?
R. 48

¢Cuil es el nimero en el cual los % de sus _f; equivalen a g0F R. T04.

- T
Una casa tiene 28 ms. de altura y esta altura representa los 2 de los =
de la altura de otro edificio. ¢Cuil es la altura de éstez R, 56 ms.

S1 los % de un quintal de mercancias valen 24 cts., jcudnto vale el
quintalz R. 64 cts.

Se corta un pedazo de 36 cms. de una varilla, Si ese pedazo cortado es
los i de los 1 de la vanlla, seudl serd la longitud de éstar R i) cms.
En un calegm hay 42 alumnos varones que representan iu.r. == dcl total

de alumnos, Ludntos alumnos hay y cuintas ninas? R, 1582 .t! i 14u ninas.

ﬁ de metro de casimir valen bs. 4. sCuidnto valen 6 ms.? R, bs 180.
Las E de una obra importan $75. (Cudnto importarian 4 obras iguales?
R. $1580.

Un comerciante vende los ;'; de sus electos por 512 soles. (Cudnto im-
portan los electos que le quedan? R, 1728 soles.
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' e i st :.' de las mercancias que lleyy un o
J §i la averia importa $91, gseudl era el valor de Jas METcancizg: R. n-.":'lﬁn-
b 1 vender 1ot III de su finca un hombre se queda con [i11] hﬁ-‘ﬁﬁl‘nmﬂ
Uerra menos. ¢Cudl era la extension d:: la finca? R 165 heq:ﬁtdt

g Se venden 14 ms. de tela que son los -‘- de una picza, ﬂ{-ﬂudt'lt-:ﬁ -
i : : ' o
habri en 8 piezas iguales? R. 392 m.

3 N . o
19. Si poseo los — de una finca ¥ vendo los - de mi parte por $9000

. s fou
es ¢ valor de la [inca?  R. S$30000. ellial

0. Un hombre que es dueiio de los = de un edificio vende X g
-. por §7290. .yllf.'ue'ti es el valor del LL'difiuc'ir.nf-' K. %35640. iy~ Sk e
@ Los — de la edad de Mario son 24 afios y la edad de Roberto g5 [
de la de Mario. Hallar ambas l'.‘dddES.
51 e dc la edad de Mario son 24 afios, — de su edad serd 24 +9=
afos, y lns — de su edad, o sea su edad, 5-!:]’3. 12 % 3 =36 am;xs
La edaﬂ de Roberto es ? de la de Mario, o sea, — de 36 afe

5 de 36 afos es 36 +~ 9 =4 aiios, y los % seran 4 X 4 = 16 &nns
Mario tiene 36 afios, y Roberto, 16 afios. R.

2 EJERCICIO 154

1. Los = de un numf_m son 40. ¢Cudntos serin los - — del numero? R. 15
{Luantﬂ son los = de un nimero CUyos % -:quwalen a 80¢ R. 42
La edad de Enrlquc es los — de la de Juan y *- de la de Juan equivalen
a 24 anos. Hallar ambas ed.adeﬂ R. ]. 30 a.; E., 26

4. Si prestara -“-- de mi din::m prestaria $14. ¢Cudnto me ha costado un
traje quc compré con los > - de mi dinero? R. §15.

5. Los X de urm picza de tela importan 65 sucres. ¢Cudnto vale la pies

Y fuﬁﬂlu los * 3 de la pieza? R. 117 sucres: 63 sucres.

3 :
6. Cudnto son los = de una pieza de tela Cuyos 2 equivalen a 60 msf
R. 27 ms : i%

]

T LWH;' de un cargamento de frutas valen $50. (Cudnto vale el e
5.

Al cortar un pedazo de g4 ems, de longitud de una varilla he cortad?
lon L de la varilla, il es la longitud de la parte que queda? R. § cm

o Sial comprar un traje de $33 gusto los L de mi dinero, Juiuaiy

quedar R, $g, ' ; i i‘
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= (1 e -y & = < “ i " y [
10. $180 representan los ~ de los — de mi dinero. ;Cudnto me costary un

-]

caballo que comprara con los iiu de mi dineror R. $126.
11. La extension de mi finca es los 1{ de los : de la extension de la finca

T | P e s 3 e 5
de Pedro Suidrez y los =~ de los : de la extension de esta finca son
12 hectireas. Hallar la extensidn de ambas fincas. R. La de P. §,
36 hectireas; la mia, 21 hectireas.

1 1 1 : : :
S de — de — de la edad de Juan Pérez son 3 afios y la edad de su nieto

(=]
':‘:-:I

1 1 :
es —de - de la suya, Hallar ambas edades. R. J. P.. 72 a.; nieto, 2 a.

I[":un los % ¥ los 3 de mi dinero compré una casa de $7400. ;Cuén-
to tenia y cuinto me quedii?

.' aF . .
~ = . de mi dinero y como lo em-

El dinero empleado ha sido - Tar

pleado ha sido $7400, tendremos que E; de mi dinero = $7400; luego, ﬁ

de mi dinero serd $7400 + 37 = $200, y los S. o sea todo mi dinero antes
de gastar nada, serd $200 x 56 = $11200, R.; luego, me quedan $11200
37400 = $3800. R.

Una pecera con sus peces ha costado $48. Sabiendo que el precio de

la pecera es los :—I del precio de los peces, hallar el precio de los pe-
ces y de la pecera.

El precio de los peces lo representamos por sus % Si el precio de
la pecera es los % del precio de los peces y por ambas cosas se han paga-
do $48, tendremos que:

11 &

6 ; o
e del precio de los peces = $48.

Si ]— del precio de los peces equivalen a $48, — de dicho precio serd
$8 + 16 =$3, y los :— o sea el prﬂcm de los pecr:s, st.:ré $3 x 11 = $33. R.
5:: el precio de la pecera es los |_ del precio de los peces y sabemos
Gque — del precio de los peces equivale a $3, los !—b-, precio de la pecera,

11
serdn 33 x 5= %15. R.

2> EJERCICIO 155

1. Con s 1‘ y los % de mi dincro compré un caballo de $105. (Cudinto
lenia y cudnto me queddr R, §108; §i.
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: 3 WP 4 :
8. | Cortando:los *: y los — de una varilla, la longitud de égq ha g;

. - : ; SMigyy;
en 8% cms. JCudl era la longitud de la varilla; g 126 cms, "ﬂll'll.l.ld,,-_.,

q L * mis los — de una pleza de tela son 164 ms.
: ; - f

de J:II preza. R. 252 ms.

{  La suma de la scxta, la novena vy la duodécima parte de yp -
Hallar el ndmero. R. 72. Mg,

Ha."a:[ ]a 1 ’

s Yh
' L de una picza de tela mds ® de la Misma menos — de ell:
! i1 _.;'_‘I.'! 5 3 Ella \'alfn_ !g

bolivares. ;Cwinto vale la preza entera? R. 198 bolivares,

RTF 1mer o s A S

§ ,-{.|;|.|L es ¢l nimero cuyos P aumentados en sus =y dlﬁmmu[dm :

SUS equivalen a 120¢ R. 3120.

1

- P . P % T T : - : ; ;
7. La edad de Pedro es = de la de Juan, y ambas edades sumap 24 i

Hallar ambas edades. R. _]_, o1 a.: P.. 3 5.

Pl a : :

8. Maria tiene — de lo que tiene Juana, y si ambas suman sus fondos, ¢
capital total seria de $121. ;Cuinto tiene cada una? R, J. 888 M., s

8. Se compra un perro con su collar por 540 sucres, y el precio del eollar

es i del precio del perro. Hallar el precio del perro y del collar,
R. P., 320 sucres; coll., 20 sucres.
10.  Un traje y un sombrero han costado $36. Sabiendo que el precio del

sombrero es los -; del precio del traje, hallar el precio del traje y del
sombrero. R. T, $35; somb., $21.

¢Cuil es el nimero que tiene 28 de diferencia entre sus % y sus %T'

ks ;
28 serd los ?"?zgi del nimero; luego, ﬁ del numero serd

28+7=4, y los E. o sea, el nimero buscado: 4 x 24 =96. R.

2 EJERCICIO 156

1. ¢Eu1‘|!t es el nimero que tiene 22 de diferencia entre sus % y sus %i' R. 36
2. Los o de un nimero exceden en 207 a los -1-25. ¢Cuil es el nimero? R 429
i T :

3 E_" en lugar de recibir los % de una cantidad me entregan los — pier?

90 soles. ;Qué cantidad me deben? R. 560 soles.

3 en I“E:T de comprar un traje con los 2 de lo que tengo inViert e
"‘T’"‘" los = de mi dinero, ahorro $33. ¢Guidnto tengo?  R. 51':1'5‘ \
Si en vez de ahorrar los ; de lo que me dio mi padre guardo oo

ria 55 colones mengs, Cuinto me dio mi padre? R, 315 colonts:

b Un pedaco equivalente a fos % de una varilla excede en 68 "‘;"‘“".“Wi“,,
de la var®

4 otre equivalente ":T de la varilla. Hallar la lﬂ‘“ﬂ"‘.'d
o ﬂ




FROBLEMAS DE QUERERADDS [ ] Ega
|.-I{I!|-j :De qué numero es 84 dos quintos mas?
Nt

El numero desconocido lo rEpTEantamm por sus LI E-i Py
5 5

que dicho numero, 84 serd ]m ? PR Tel del nimero; luego, - del ni-
mero serd 84 +~7=12, y Iﬂﬁ —, D Sea el numf:r-::r buscado, serd 13:-{5_50 R.

Z@EIH qué numero es 50 dos séptimos menos?

- T ¥ 8 y 1
50 serd los —— —— del nimero buscado; luego, = del numero

" = L e 1 F
buscado sera 50 =5 =10, y los 7 0 sea el namero buscado, seri:

10xT=70. R.

& EJERCICIO 157

1. De qu& numers s 49 un sexto mase R. De 42

2. :De qué numero es 96 un onceavo mase R. De HS8.

3. :De qué namero es Y8 Cinco novenos mis? R. De 6.

4. :De qué numero es 56 dos novenos menos? K. De 72

5. :De qué numero es 108 un décimo menos? R. De 120.

6. :De qué namero es 1050 siete doceavos menosr R, De 2520.

7. ¢De qué namero es 30 un cuarto menos? K. De 40.

8. ;:De qué namero es 100 un noveno mas? R. De 90.

8. :De qué namero es 93 un cuarto de un octavo mencs?  R. De 96.
10. :De qué namero es 49 un medio de un tercio mids? R, De 42
11. Cuando vendo un ldipiz por 12 cs. gano % del costo. Cuinto me

costar R, 10 cts.
12.

Al vender una casa en 10200 quetzales gano los :? del costo. Hallar el

costo. R, 8670 quetzales.

13. Cuando vendo un lipiz por 9 cts, plerdu — del costo. (Cudinto me
costdy el Lipizz R. 15 cts.

14 Vendo una casa por B8998 balboas, perdiendo :_a de lo que me costo.

;Cuinto me costd la casa?  R. 10634 balboas.

15. B3 ms. excede en sus % a la longitud de una pieza de tela. Hallar la
longitud de la pieza. R. 49 ms.

18. %33 es :—- mas que el dincro de Pedro. (Cuinto tiene Pedro? R, $21

17. La edad de Elsa es Ei menos que la edad de Rosa, Si Elsa tiene 22
afios, squé edad tiene Rosa?  R. 36 a.

Cuando vendo un reloj en 36 lempiras, gano % del precio de venta.
Cuinto me habia costado el reloj? R, 28 lempiras.

Cuande vendo un reloj por 90 bolivares, pierdo -:- del precio de venta.
udnte me habla costado el reloj?  R. 110 bolivares.
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3 . :
' il T a4 enLire o ;
20. Andando los — de la distanci los pueblos me faltan il 6
para llegar a mi destino. jCuidl es la distancia entre |og Hm:._

d
B. 9 Kms 2 Puﬁhfm'r

™ 5 | . .

[/-I;.E?:: I}{lﬁ.]:]l_ll'."-i de gastar = de mi dinero, me qu;&dﬂ con $49 i
e - Wiy,

tenia:

Todo mi dinero, antes de gastar nada, lo TEPTESENto por sye 2 ..

POr S he
los 2

mi1 dinero. : 7 de

Por lo tanto, = de mi dinero sera 542 = 2 = $21, y los %’ 036 it
el dinero: %21 x3=5%:3. R.

i 3 ] . .
g:lﬁl-lﬂilﬂ —, me :pu:r;iun P e de mi dlllEI‘U; lueg‘l}, £49 5

" 2 3
408 ) Después de gastar — — de mi1 dinero §
ol e T » e quedo con $60; Gk,
o tenia y cudnto gasté?

a 3 o) ” A e
He gastado e de ml“-:lmcrm. I'odo lo que tenia, antes e
gastar nada, lo represento por sus o luego, me quedan W T
] 35

=== Pur
. i - o &5 a5
lo tanto, $60 es los = de mi dinero.

Si $60 es los - de mi dinero, = serd $60+6=$10 y los ® o s
todo mi dinero, sera $10 x 35 = $350. R. e

Gasté los == de $350. L de $350 es $350 + 35 = $10, y los = serin
$10 X 29 = $290. R. g

= EJERCICIO 158
1. l“r:rdiﬂ los E— de lo que tenia y me quedan $40. {Cudnto tenia ¥ cuanto
gastez  R. Tenia 364; gasté $24.

2 -1 e -
L‘E » de mis lipices son blancos y los 2] restantes azules. ¢Cuinios
lipices lengo en total y cudntos son blancos? R. 27; 6.

1
3. Los v de la superficie de un terreno estin fabricados y los 84 mel®

cuadrados restantes, con Iuye ati ] jcie del 1
menot R, 478 ms.:, HeEhEn patio. (GoSL A R

& . p
5 Rc,gal“ % e mi dinerg Yy me quedo con G0 soles. ¢Gudnto el ]
e TEe R, 1605 80-soles

. A i ;
g ::.“f = oy » d¢ mi dinero y me guedé con 100 bolivares. (Cudnt
4 ¥ cwinto presté? R 995: 125 bolivares.

B. Me quediran 54 : nias
. Ballinas despugé 3 tenia. (Cuint
giilinag tenis. B - pués de vender = de las que




10.

11.

13.

14.

15.

186.

PROBLEMAS DE QUEBRADOS @& 2G5

Si tuviera = menos de la edad que tengo, tendria 21 afios. ;Qué edad
engo?r  R. 28 anos.

e 1 e
Vendi — de — de mi finca y me quedaron 8 hectireas. (Cudl era la
extension de mi finca? R. 70 hectireas.

Habiendo salido 80 alumnos de un colegio, permanecen en el mismao

3 )
los — del total de alumnos. ;Cuiintos alumnos hay en el colegior R. 128.
. " ; F
Si gastara $65 me quedaria con los +; de lo que tengo. ;Cudnto tengo? R $75.

2 P e :
Los = de mis lapices son blancos, —~ son azules y los 12 restantes, verdes.
Cudntos lipices tengo? R. 45.

| :
Los - de una finca estin sembrados de cana, los % de calé y las 22 caba-
llerias restantes, de tabaco. ;Cudl es la extensidn de la finca? R. 144 cab.

Ayer perdi los ; de mi dinero y hoy presté —:-- Si me quedan 33 sucres,
icudnto tenia y cuanto perdiz R, 168; 72 sucres.

1

= de las gallinas de un campesino son blancas, — son negras y las 20

res-lantfs pintadas. (Cuintas gallinas tiene en total, cudntas blancas y
cudntas negras? R. 75; b, J'[J. o 2D

Habiendo andado los :; y los ? de la distancia entre dos pueblos, me

faltan 9 Kms. para llegar a mi destino. (Cudl es la distancia entre los
dos pueblos: R. 168 Kms.

= T 3

Un hombre al morir manda entregar los = de su fortuna a su hijo
5 = ;

mayor, los — al hijo menor y los 620 cérdobas restantes a un sobrino.

:Cudl era su fortuna y cudnto recibié cada hijo? R. 3960 cordobas;
may., 1540; men., 1800.
Después de gastar 80 soles me queda - ¥ = i‘.lt mi dinero, ;Cudnto tenia?

R. 480 soles.
Doy a Pedro Tl, a Juan % y a Claudio ii de mis bolas vy me quedan
302. sCuintas bolas tenia y cudntas di a Pedror R. 990; 1

1 ; : 2 : =8 :
= de las aves de una granja son .gfllm‘-. ;5 son gallinas, T palomas y
las 206 aves restantes son patos. JOuwintas aves hay en la granja? K. 256.

1 i
}: de los alumnos de un colegio estin en clase; ;€N recree; o en el

lsaric y los 70 alumnos restantes en |.5.ludln dCwintos alumnos hay en
el colegio y cudntos en cada ocupacion? R, 110; en clase, 25 en
recreo, 10, en el baio, 5.

5 ha vendido 1-, ik ¥ -5:- ile wuna ]n'm:l de tela de la (ue quu:l.'m 0 ms.
Musl era la j.:mgjtud e la |n'r:.ra? R. 42 ms.

i
Doy a Pedro T' a Juan ., a .Lnnqur: — y a Ernesto T de mis galletas

¥ me quedan 51 galletas. Cudntas gal‘frl.n tenfa y cuwdntas i a cada
uno? R. 96: a P, 24 a |, 12 a Eor, 6. a Ernesto, 3.



2 EJERCICIO 159

270 @ ARITE . 1

@i de los alumnos de un colegio estdi en clase, _:_ de lo an
— recreo y los 68 alumnos restantes en el comedor, Hallar El‘“h &
alumnos. tm"]"it

i
En clase hay — del total.

2 1 3
En recreo hay — de — del total, o sea — del total.

Ahora sumamos la parte que estda en clase con la que esd en rec
T

2 _9+2 11
45 45 T 45"

1
=+
]

o 4 I ] ‘E =
El nimero total de .illl.lummﬁ lo represento por sus = 9 los que by
en clase y en recreo son - del total, quedaran:
4 11 34
45 45 457

Por lo tanto, los 68 alumnos restantes serin los E del total; luego
:T-. del total serd 68 +34=2, y los E. 0 sea el total de alumnos, seri:
2 % 45 =90 alumnos. R.

1. Doy a Pedro % de mi dinero, a Juan % de lo anterior y me quedo
con 46 colones. ;Cuidnto tenia? R. 60 colones.

3 i
2. Gasté los 5 de lo que tenia e inverti una parte igual a los :— de Io
anterior. 51 tengo aun $57, ccudnto tenia al principio? R. $120.

3. De una picza de tela se vend i 2 te igual
P venden primero los — y luego una parte ig

: 5 : o :
el I““f = de lo anterior. Si aun quedan 80 ms., gcual era la lﬂﬂE““‘i de
la pieza? R. 135 ms.

o L] ’
Inverti primero los 2 de mj capital, después una parte igual a oy
de lo anteri Bl ks 3 incipi $1708

or y me quedaron $854. ¢Cudnto tenia al principio? R-
3 1 e
e

6. El lunes lei los d i i

i [
lo anterior y agn un libro, el martes una parte igual a tiene
o Y aun me faltan por leer 93 paginas. (Cudntas paginas
el libro y cuintas lei el lunes? R, 165; 45.

6. Un comerciante vendié los - de los sacos de Irijoles qu
prado; se le picaron

2z .

T llhf-u H IIJ a H

lo anterior y atn le que desechar una parte igu
comprado 'y cudntos vendigs R. 88: 98,

quedan 16 sacos para vender. (Cudntos A
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&
e Un ]|,_1|;1_|'|1.1&1.1L'l vendid FIII:H'IILII] los 5 de su finca ¥ mas tarde una

J-].;”[E itbl,l.i! H | — l'j.l: il} dI'I[ET'I{.Ilr 51 ]l': Llueda]:‘] g hLClerdE, df_uﬂl era la
extension de J.J. tincazs R. 144 hectireas.

. D LN . : a
g Un padre deja a su hijo mayor = de su fortuna, al segundo :_:4; 2k tor
1 - x
cero = de lo que ha dado a los otros dos, y al cuarto los 8400 bolivares
restantes. dA cudnto ascendia g [nnu"a}- R. 14400 hcr!l"vﬂres

g. Un jugador pierde en la Ju.lu::u '." de su dinero; en el keno = y en
apuestas una parte igual a los = de lo que perdid en ¢l keno. 51 aln

'l

le quedan $213, jcudnto tenia al principio y cwinto perdid en cada
ocasion? R. $360; rul, $72; keno, $45; ap. $30.

{10\

'\.._.f Un padre deja a su hijo majmr — de su herencia; al segundo, — — del

resto, y al tercero, los 32000 rcslante; ¢A cudnto ascendia la herencia?

El mayor recibe - de la herencia.
El resto serd lo que qutda después de haber dado al hijo mayor — - de

1

la herencia, o sea el ? == de la herencia.

El segundo recibe T de %, 0 sea, ;— de la hertnua

El primero y el segundo juntos han recibido = + — == de la heren-
cia; luego, la parte que gueda ser -E- - %: — de ka herencla

Por 1-::- tanto, los $2000 que recibe el tercero mn los ? de la herenaa.

S51 — de la herencxa t:quw.ilr:n a 32000, i de la herencia sera
32000 + 2 $1000, y los 2 o sea toda la herencia, seri $LO00 < 5=55000. R.

2 EJERCICIO 160

L. Ayer perdi los % de mi dinero y hoy los % de lo que me quedaba. >
todavia tengo $10, ¢cudnto tenia al principio? R, §28.

; S 1 : Sd

4 Un cartero dejd en una olicina = de las cartas que llevaba; en un

banco —:- del resto y todavia tiene 70 cartas para reparur. (Uudntas
cartas le dieron para repartir?  R. 108 cartas,

% Se venden los = de una finca y se alquila + del resto. Si quedan 28
hectireas, seuil era la extensidn de la binca? R, 54 hectireas.

4 La sernana pasada lei los % de un libro y esta semana ya he leido los %
de lo que faltaba. Si adn me [altan por leer 60 pdginas, jouintas pd-
ginas tiene el libror R, 350.

B Un auto recorre un dia los i de la distancia entre dos ciudades y al
dia siguiente los L} dg lo que le falta para llegar a su destino. Si ain
esti a 22 Kms, d¢'su deutino, geudl es la distancia entre las dos ciudades?

R. 440 Kms,
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ayor los — de lo que t
§. Si doy a mi hermmandg  may T | engo Y % m hE
’ o que me gqueda, me quedaria cop
menor los o e I 4 96 sucres, QL“i-!l'r.q
tengo? K. Zdoo SUCKES.
2 de il
7. Habicndo cortado 1“’ los — de una varilla se corta up Muevo by
cuya longitud es los - de lo gque quedaba. Si lo que queda s d[:::-ll!l

varilla tiene 9 cms. de longitud, jcudl era la Iﬂl'lgll.ud el “ﬂ“:

un  principio? K. 126 cms.

Una cpidemia matd los — ® de las reses de un ganadero y d":-ﬁ[.ll_lgs G
I

los —~ de las que le :Il.u.f.l.ll.mn 51 aun uene 16 reses, jcudniag teni
: a
immljnu. cwintas murieron y cuintas vendio? R, 128; mur, gp; vendig g9

1 1 1
o en libros; — en pa — ¢ i
9. Gasto - de mi dinero TOS; o €N paseos; - en pelotas; — del reyq
en limosnas y me quedan 316. (Cuanto tenia al Pr"“:']-""-i' R. §m

. iy 1
10. Un 'r']d.]'l'.'li.} recorre — de la distancia entre dos ciudades 3z pie; _'_
caballo: = ~ del resto en auto y los 55 Kms. restantes en tren .;Cu:il

la distancia entre las dos ciudadesr R, 120 Kms.

Un hombre deposita en un Banco los % de su dinero y en ot
Banco 500 bolivares. Si lo que ha depositado representa los ~ ~ de s
dinero, ;cudnto tiene?

Lo depositado ha sido f del dinero + bs. 500, y esto cquivajt 1 los
= dt’ su dinero; luego, bs. aﬂu representa la diferencia entre lm y Iu.-. de

2

L1
su dinero, o sea, e dr: su dinero

51 bs. :.-Elﬂ es los 3— de su dinero, — de su dinero serd bs. 500 +4=
bs. 125, y Ins =~ de su dmem, 0 5¢a m.:lc su dinero, serd: bs, 125 X 21=
bs. 2625. R.

Un hombre al morir dispone lo siguiente: A su amigo Pedro le SR

: ' .
e su capital; a otro amigo, Juan, le deja - 2 del resto, y a un

lo le deja $3400. Si la cantidad repartida asi es los * de su capital v
€ra su capital?

A Pedro le deja - ~ de su capital,
A Juan le dffa o del resto, o sea, : * % = % de su ﬂPitllL

Por lo tanto, a Pedru Y a Juan les ha dejado:

-+-—=-—-... de su capital.
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gl l:;m-lili“d mas los $3400 que le deja al asilo son los
piml. 0 sCa, f del :,'..'||;r|'[;l[+ $3400 = .f_ dal capital.

Por lo tanto, los 53‘{“‘-' serdn la diterencia entre los — y los > de su
capital, o sea, IE:-— _1 T P capital. q =

B
= de su ca-

i 53 5 oL e A ) ]
Si 33400 s los T de su capital, w de dicho capital serd $3400 = 17

: 42 :

= §200, y los =, 0 sea todo el capital, que es lo que se busca, serd:
F200 X 42 = $5400. R,

EJERCICIO 161

Compro un caballo con los — de mi dinero y un reloj de $20. Si lo
-

t'.m!:ulc.'ulu ha sido los — de mi dinero, sowinto teniad R, $500.

=) | Ky &

Di a mi hermano los de lo que tenia y a mi primo $38. 51 con esto
5

he dispuesto de los = de mi dinero, zewinwo tenia? K. $112.

! a .
Después de vender los = de un rollo de alambre y 30 ms. mis, queda

LL]
del alambre que habia al principio. Cuwil era la longitud del rollo de
alambre antes de vender nadar R, 360 ms.

Después de vender los = y los

w | 5d

de mi hinca y de alquilar 13 caballe-
; : 3 : s
rias, me queda una parte 1gual a los = del total de la linca. ;Cudl
era la extension de la hincar R. 56 cab.
1 T < :
Los libros de Pedro equivalen a los = de los libros gue poseo y Enrigue
posee 28 libros. 51 los hibros de Pedro junte con los de Enngue repre-
sentan los % de los libros uC pusco, ,il;.'u'.'llltua lilsros h;IL!.;u:* B. 24s.
: a

La edad de Julia es los =

5 , 5 4
La suma de las edades de Julia y su hermana equivale a los 2 de nu
edad. ;Cuil es mi edad y cual la de Juba? R, 63 a; ], 27 a.

de la mia y la hermana de Julia uene 5 anos.

Los caballos de Pedro equivalen a la mitad de los mios; los de Enrique
a la tercera parte de los mios. Sioa los caballos de Pedro y Enrigue

suma los 50 caballos de Robertwo, resultarian los : de los caballos que
tengo. Cuwintos caballos tengo y cwintos tienen Pedro y  Enrnigue?
R. 1200; P, s00; E., J400.

Doy a s amigo Juan : de mis tabacos; a Fernando la mitad de J:::.
(ue me guedan y a Federico 40 tabacos. 51 lo que he repartdo es los =
del 1otal de tabacos que tenia, jowintos tabacos tenia al principio. RGN,
Cuando un hombre muere deja ordenado que se entregue a su padre

Ia quinta parte de su fortuna; a su hermano mayor los ; del resto y a

1
un asilo B0 soles. Si lo que ha mandado entregar es los — de su

fortuna, soual era la lortunar K. 30000 soles.



3':":' . -'||-.|r_‘k.'|:'||.'.-1

10. Un hombre al moril dispone que s¢ entregue 2 34 padre a Quinty pa
- g

1
it LT el resto; a su
de su fortuna; a su hermano may 3 i Segundg

; her !
| de lo gue 1|m1J:l y a su tercer hermano. $6000. Si el i

|
1' la mitad dil‘lbm &
" . 9 | )
gque ha dispuesto r:|uﬂ.‘|]c' a los > de su fortuna, jcudl ery ésta? R 5-35{“
L,
] Pedro puede hacer un trabajo en b dias y Juan en 8 djas, Fh e
tos dias podran hacer el trabajo los dos juntos?
[
Pedro hace todo el trabajo en 5 dias; luego, en un dia harg 2 i
trabajo. .
. e Sy
Juan hard en un dia — del trabajo.
. . ¢ ¢ 1 1 143 :
| Los dos juntos hardn en un dia =ik =i del trabajo.

T dia hacen los dos L tll:‘l trabajo, p: hac - -
S1 en un dia hacen lo: - JO, para hacer — tardarip

T ey e [ e A S e e aid . o :
1+13=— de dia y para hacer los ., todo el trabajo, tardarin:

1 T
—_— :'{ 4'] —_—— = - =
13 15 g s

® Dos llaves abiertas a la vez pueden llenar un estanque en 5 horas y
una de ellas sola lo puede llenar en 8 horas. :En cuinto tiempo pue.
de llenar el estanque la otra llave?
Las dos llaves llenan el estanque en 5 horas; luego, en 1 hora llena:

1

ran — del estanque.

1 = - . - 1
Una de ellas sola lo llena en 8 horas: luego, en una hora llena — del
estangue.

Por lo tanto, la otra llave en una hora llenars 2 % = %, del estangue

51 en una hora, o sea 60 minutos, esta llave llena ﬂ_a“ del E!tﬂﬂ"l'-'i*

1
ra 5 — - i ! . =
para llenar = del mismo tardard 60 + 3 = 20 minutos, y para llenar 105 G
0 sea todo el estangue, tardara:

20 % 40 = 800 minutuu:lﬂ% horas. R.

> EJERCICIO 162

1. 4 puede hacer una obra en G horas y # en 7 horas, ¢En cudnto tiemp?

harian la obra los dos Juntos? R, :_il hs.
13

2. A puede hacer una obrg en 5 dias, B en 6 dias y € en 7 dias. sEn cudnt? |

tempo pueden hacer |a obra los tres juntos? R, I'E' "




10,

11
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Un estanque se puede llenar por tres llaves.
5 horas, la 2% en 10 horas y la 3% en
llenari el estanqgue, si estando vacio ¥

La 1% lo puede llenar en
8 horas. ;En cudnto tiempo se
cerrado el desagiie, se abren al

mismo tiempo las tres llaves? R, ET‘: fis,

Un lavabo de mi casa ticne dos llaves de dgua y una ducha. Una d
las laves puede llenar el lavabo en 25 segundos; la otra en 15 se i.ll'ldﬂ:
y la ducha en 50 segundos, estando cerrado el desagiie. I:.n %uintn
tiempo se llenard el lavabo, si estando vacio y cerrado el duiagiie. abro

las dos llaves y la ducha al mismo tiempo? R, 727 seg.
19
A puede hacer una obra en 2% dias; B en 1- y C en 4— dias. ¢En
9 5

cuanto tiETﬂP'D harin la obra si l‘.r'ahajan los tres jun‘r_ﬂs? R. e de dia,
Fin

Si cierro el desagiie a un lavabo de mi casa y abro la pila del agua
ésta emplea § segundos para llenarlo, y si estando lleno, cierro. la Ila\ré
del agua y abro el desagiie, éste lo vacia en 15 segundos. ;En cudnto
tiempo se llenard el lavabo, si estando vacio y abierto el desagiie, abro

: 1
la pilaz R. lT-; SCE.

Un estanque tienc dos llaves y un desagiie. La primera llave lo puede
llenar en 8 horas y la segunda en 5 horas, estando el estanque vacio y
cerrado el desagiie. El desagiie puede vaciarlo, estando lleno y cerradas
las pilas, en 20 horas. :En cuinto tiecmpo se llenarad el estangue si estando

vacio s¢ abren al mismo tiempo las dos llaves y el desagiie? R. 3:—| hs.

Estando vacio un lavabo y cerrado el desagiie abro las dos pilas del
agua y el lavabo se llena en 15 segundos. Si no hubiera abierto mis
que una pila hubiera tardado 25 segundos en llenarse. En cuinto tiempo

puede llenar la otra pila el lavabo? R. 3?% seg.

Estando vacio un estangue y cerrado el desagiie, abro las tres pilas de
agua y el estangue se llena en 2 horas. Si hubiera abierto solamente
dos de las pilas hubiera tardado 3 horas para llenarse. ¢En cuanto
tiempo puede llenar el estanque la tercera pila?  R. 6 hs.

A, B y € wrabajando juntos pueden hacer una obra en tres dias. A, tra-

bajando solo, pucde hacerla en 18 dias y B, trabajando solo, la hubiera

i1 :
hecho en 14 dias. En cudntos dias puede hacer € la obrap R. 4= de dia.

Un estangue tiene dos pilas de agua. Si estando vacio el estangue ¥
cerrado el desagiie abro solamente la de la derecha, tarda 5 horas en
llenarse y si hubiera abicito solamente la llave de la izquierda, hubicra
tardado 6 horas en lenarse. 5i el desagiie esti cerrado y el estanque

leno hasta los % de su capacidad, yen cudinto tiempo acabari de llenarse

abriendo las dos llaves al mismo tiempo? R, I-E hs.
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2 ey,
¢Cudl es el nimero que aumentado en sus - y disminuids

equivale a 1027 H T
El numero []l[l' huscamos |.'|:.:| rﬂprfﬁ-ﬂ'ﬂlﬂmﬂs Fur SL1s -.‘.S.-' Lufgﬂ- _‘!,' d':.l
5

[ a ; 5 o 3 y

3 . . o 34

. - - . IUIMeEro — del numerg = — 4 — — — = i

nimero + - del r g 8.0 T gy ael Numgy,
= 102Z.

Por lo tanto, _11 del namero sera 102 +34 =3 y Jos 2

- 2t O 5€a o] o
mero buscado: 3 x 35 = 105. R.

Pregun[adn Juan por su edad, responde: Mi edad, aumentada ¢,
SUS : y en 10 aios, equivale a 43 anos. ¢Cuil es la edad de Juan;

k-

La edad de Juan la representamos por sus —. Luego, -:- oo i
; = ; =i FET

la edad de Juan, mds 10 afios, equivalen a 43 afos.

T 11 - - 1 r ; =
5i los <= de la edad de Juan, mas 10 anos, equivalen a 43 afos, es ey

1-
11 _ R : o e
dente que los — solos serdn 33 afios, es decir: — de la edad = 33 ajigs,

Por lo tanto, = de la edad de Juan serd 33 + 11 =3 afos y los £ ¢
sea toda la edad serd 3 x 6 =18 anos. R. ;

2 EJERCICIO 163

1. ¢Ludl es el namero que awmentado en sus =y disminuido en sus
cquivale a 93¢ R. 105. 7

51 me pagaran una cantidad 1gual a los 1:- de lo que tengo, podria gastar
una cantidad igual a los “:T de lo que tengo y me sobrarian 68 bolivares.

¢Cudnto tengo? R. 126 bolivares.

—l-l-n

3. Si comprara un traje con los % del dinero que tengo y me pagaran und

cantidad que me deben que equivale a los = de lo que tengo, tendria §93
Cuinto tengo? R, §72. :
4. Si se aumentara

PUés 20 soles. tor ! SCXta parte el dinero que tengo y recibiera des
¥

Ao tendria 69, Cudnto tengo? R, 42 soles.
A I ganara ) SUCTes Ll{rs.pui-; de e
. . gl perder la sexta parte de lo que 1engo
Quedaria con g, dCuinto tengor R, 48 sun:!rfs. ;
$i me pagaran una can; 2 de lo
4 cantidad que me deben que equivale a los =
que tengo, podi; - A 3. §140.
TR Podria gastar $30 y me quedarian $150. (Cuinto tengo? R. $1
s . Bl un hacendado por el nimero de hectireas de sus fincis 1
aPUl];t;‘mnfamcru de ellas, daumentado en sus 2 y en 14 hﬂﬁl‘ﬂ"
reas, ,gl::u:imm. hectd reas Licnen tnml:nuu tl’trrlli"ﬂ-c'#;




PROBLEMAS DE QUEBRADOS @ 303

; - - 2 - ! ; FL
disminuido en sus -~ y anadiéndole 2() da por resultado 152. Hallar el

pumere de alumnos. R, 180.

g. El numero de alumnos de una clase es tal que aumentado en sus

9. He recibido 350 después de haber gastado los % de lo que tenia al prin-
cipio ¥ ahora tengo 360. (Cuinto tenia al principio? R. $30.
3 ' 2 .
Los - mis los — de un mimero exceden en 36 al nimero. Hallar
el numero.

3 : 3 . - g 3 ;
= del numero + — del nimero =— + — =% del nimero.

TRy : 20
El numero que buscamos lo representaremos por sus —. Por lo tan-
8 2 : e 23 20
to, la suma de los — Yy los = del ndamero excede al numero en i
; 3 . - ;
:_.1“ del namero. Luego, - del nimero equivalen a 36, que es el exceso

de dicha suma sobre ¢l nimero que se busca.
Si 1| del numero equivalen a 36, _‘% del nimero serd 36 ~34=12 y

los ﬂ o sea el nimero buscado sera: 12 x 20 = 240. R.
- EJERCICIO 164

1. Los 2 mis los % de un niumero exceden en 9 al namero. Hallar el
+
namero. K. 18. ;
2. La suma de los % de un numero con sus o excede en 40 al niumero.
Hallar ¢l nimero. R. 320. 5
Si adquiero un reloj cuyo costo es los = de lo que tengo y un mueble
cuyo costo es los — de los que tengo, quedaria debiendo 28 colones.
5 L1
:Cuinto tengo? R. 120 colones.

4. Vende los 2 de una picza de tela y luego me hacen un pedido equiva-
A

lente a los = de la longitud que tenia la pieza antes de vender lo que
vt .‘iil Sara LA pedil:lﬂ necesitaria que la pieza huhiera
tenido # metros mis de longitud, gcudl es la longitud de la pieza?
R. 18 ms.

B. Los 2 de un ndmero menos su cuarta parte exceden en 30 unidades
»
al nimero, jCudl es el ndmero? R 48,

Las reses de Herndndez son los ,:_ de las reses que tiene Gnmfﬂ' Hernin-
dez puede vender una parte de sus reses igual a — de las que tiene Garcia

¥ entonces tendrd 36 reses mis que éste. ¢Cuintas reses tiene cada uno?
R. H., 288; G., 224.



.

- 8 -

: - ESERS R L ;
7. Los _:_ miis los — mids la tercera !MIHL de un numero sumgp 91
Hallar el ndmero. R. 60.

"i'dldg!
niis que el numero
oA L pastor por ¢l nimero de sus ovejas ¥ responde: e
: : it

= e nta :
8. Le preg mis la quinta parte de mis D"F'Ejﬁi equivale al

mads los tres cuartos, Iz ; |
mero de cllas mds 36. ¢dCuintas ovejas Liene el pastor? R o s
3= EJERCICIO 165
MISCELAMNEA
v L AL B . A . ) *
1. Una tuberia vierte en un estangue 3200 litros de agua en L hma?

otra 300 litros en el mismo tiempo. Cudnto vierten las dos juntas .
1
2 horas? R. 1-’”4:' Is.
3. Compro por 25 qur:uai::s cierta cantidad de wino qué envaso eq 50
2 . - 18 :
envases de — de litro y lo vendo a razén de (). — el litro? ;Cutng,

gano en la venta? R. Q. 2.
3. Con 60 bolivares puedo comprar 15 litros de vino. Qué parte de yy

: 1
litro puedo comprar con bs. 1¥ R, = de 1.

4. Para vaciar un depdsito que contiene 500 litros de agua se abren tres

- S 2 e : . o 5 ;

desagiies. Uno Hf:luG 15-:-‘— litros por minuto, otro 14? litros por mi

nuto y el tercero 14 litros por minuto. (En cudnto tiempo se vaciari

el estanquer R. m—;‘?”. min.
9. He recibido $50 después de haber gastado % de lo que tenia al prin-
cipio y tengo ahora 34 mds que al principio. ¢Cudnto tenia? R. $69.

6. Si gastara los 2— de lo que tengo y diera una limosna de $22 me que
- 2
daria con los — de lo que tengo. ;Cuinto tengo ahorar R. §70.

L 2 S
7. Si E“:“”‘ % de lo que tengo y 8 sucres mis, lo que tengo se disminuiria en
' :Js Ed #Cudnto tengor  R. 70 sucres.
- Un ladri]l 1 - : . 1
etios l;l P;‘ﬂiﬂi dsﬂ libras mds medio ladrillo. ;Cudnto pesa ladrillo

* A
8. ;‘mgg de un nimero equivalen a los -:— de 150. ¢Cudl es el nimero?

10. ' :
::'“ hﬂcum:l perienece a tres propietarios, Al primero corresponden 2
m:E""dﬂ e ¥ al tercero L 8i e vende en 75000 bolivares, gudnt®

ponde @ cada unot R, 19, 31250; 29, 95000 y 39, 18750 bolivares

11. & 2 i g
S mucren ~ de mis ovejas y compro 37 ovejas mds, el nﬂm.‘-:ﬂ »

hq“ tenia al princin . g
tenia al pﬂm:jpi.:, i’l"mﬁﬁ‘?uﬁda aumentado en sus - _;Eu.i.nmx-




12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21
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3
si se mueren — de las palomas de un corral y se com pran 2674 palomas,
el numero de las que habia al principio queda aumentado en > de las
que habia al princaipio. :Cudntas palomas habia al principio? ﬁ D65,

. e : e 2
Si doy a mi hermano los 5 de lo que tengo mas §2, me quedan §4.
;Cudnto tengo? R. $10.

< : b 2 :
Si doy a mi hermano - de lo que tengo menos 2 lempiras, me gqueda-
rian 11. ¢Cudnto tengo? R. 15 lempiras.

; 2

Si doy a Pedro — de lo que tengo mas $4, y a Enrigque % de lo que
tengo mas $6, me quedarian $21. ;Cuinto tengo? R. $63.

Pérez es duefio de los % de una hacienda, Garcia de > y Herndndez

del resto. 5i la hacienda se vende por $12600, ;cudnto recibe cada uno?
R. P., $3600; G., $1400; H., $7600.

Después de vender los % de una pieza de tela vendo una parte igual
: . 2 1 : e :

a la diferencia entre los 5 Y 5 de la longitud primitiva de la pieza.

Si quedan 43 ms.. :cudl era la longiwud de la pieza? R. 90 ms.

Un padre reparte 48 soles entre sus dos hijos. Los :- de la parte que

¥ i &3 '

dio al mayor equivalen a los — de la parte que dio al menor. ;Cudnto
3 P

dio a cada une? R. May, 28; men., 20 soles.

Dos hermanos pagan una deuda que asciende a los % de $55000. La
parte que pagd el menor equivale a los % de la parte que pagd el
mayor. ;Cuanto pagd cada uno? R. May., 518000; men., $4000.
Reparln cierta cantidad entre mis tres hérmanos. Al mayor doy —1 al
mediano i y al menor el resto. 5i al menor le he dado 534 mis que
al mediano, :cual fue la cantidad repartida y cudnto recibid cada uno?
R. $56; may., $8; ned., £7: menor., $41.

Cuando vendo un auto en 18000 sucres gano los % del costo. En cuanto
tendria que venderlo para ganar los % del costo? R. 22400 sucres.

He gastado los 5 de mi dinero. Si en lugar de gastar los —E- hubiera
“
gastadeo los 2 de mi dinero, tendria ahora $18 mis de lo que tengo.
1
Cudnio gasé?r R, $180.



l .

aproximaban las ralees cuadradas inexactas (nameros irracionales) por medig deiies,
Las pitagonicos ¢

: : ; |
e En 1613, Cataldi las estudid. En 1572, Bombelli aproxims las ralces cuadradas por medio e fryey;,,
eontifiuas. ¢

tinuas, y en 1658, Brouncher desarrallé 4 72 en fraccién continua infinita. El primer estudio sistemalic,
" sobre las mismas se debe al famoso matematico Euler, que lo realizéd en 1237.

CAPITULO XXV"

(318) FRACCIONM COMTINUA es una fraccion de la forma siguiente:
"“a__ ' . .l d L
0 1 ; 1
] ¥ —=
i b -
i
. L
41_9/.! FRACCION INTEGRANTE
B

S¢ llama fraccion integrante a cada fraccion que tiene por NUmer
dor la unidad y por denominador un entero.

\si, en los clemplos anteriores, las racciones mtegrantes SOT:

< = : -:
L.as del primen {-|1:1n1:lu. :
4:_-.?)‘ COCIENTE INCOMPLETO

- : : s : : dentr
Se llama asi a la parte entera de una fraccion conunua y 4 s

las fraccione i :
1Y% IMtCEranies.

I I ;
— Y=y ] segundo —,
> 5 Y 7 ¥ las del seg

s a4

0

minadores de

Asi, en la fraccidn | |

il'.l"r LM IETILes |[||!i|.|||ijlt-||r|._l S0 '1 ry
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@REDUCCIHH DE UNA FRACCION ORDINARIA
0 DECIMAL A CONTINUA

1) Reduccion de una fraccién ordinaria propia a continua. Regl
s halla el m. c.d., por divisiones sucesivas, del numerador ¥ dﬂﬂﬂminad;r.
de la fraccion.  La parte entera de la fraccion continua sers cero y los de-
nominadores de las Iracciones integrantes serin los cocientes de las divi.

IDIES.

| "3 Reducir a fraceid . 35
Ejem pfﬂ cién continug =

4 2 17
Hallemos el m. c. d. de 35 y 157: 157 35 7 1
17 1 0
35 1
Tendremos: = —— R
157 ]
4+ —
|
rt—

17

2) Reduccion de una fraccion ordinaria impropia a continua. Regla.
Se procede como en el caso anterior, pero la parte entera de la fraccion
continua serd el primer cociente.

‘ . I 237
EjEmpIos Reducir @ fraccién continua ]-{W

Hallemos el m. c. d. de 237 y 101: 237 | 101 | 35 31 4 3
s 3 4 3 1 0
1
Lo parte entera de lo fraccién continua que va- _23‘? 3 3 = : S
mes o formar seré 2, porque 2 es el primer co- 101 Ein g ail
ciente de las divisiones. Por lo tanto, tendremos: 1_
1= |
7+ I
| N
3
al a fraccion continua, Regla.

%) Reduccion de una fraccion decim cor Be
¢ reduce Ia 'l';tti:ﬁll decimal a quebrado por el procedimiento que vere
s mis tarde, y a este quebrado se aplican las reglas anteriores.
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> EJERCICIO 166

conbirLas

Reducir a Iraccion
q ¥ m X110
1 1 Ve —— - —_ a1
| - R. =: 131 B 1+ 2 13 3
| T a2y 3
Th 1
2 1 1 8. — R, — 2 1 3408
R, = = = = 1410 17+ 1+ B+ 14 7, n 3
o 2. 1+ T+ 3
198 1 1 3
L) R R 10 —— B e -
J'i"-. > ] e B T 4 1s [.]
B 1
. SR — = 1. — R 242 20 E
L Hl:-“I T hGs #i 1+ 4 ar L T 1s §
2
. Mt o L 1113131 12. == R. g4+ 1111
Y ommp” T 21e 2+ 1+ 2+ 18 126 P P
23 et e | E47 R R T 11
T R — = == 13. — R. 2421111
= s S+ 3+ 9 232 o T T T
3217 1 1
e L T 14 =L g, 34l 150 R
2040 Gir 1s 4+ 0 1600 I+ 2+ 3+ 14 B §s L]
T30R  FE: L R [, [EO (T
B == g 42 L DR
1421 1+ 1+ 1+ 1+ 1s 19+ D

REDUCCION DE
A FRACCION

REDUCIDA

La fraccion ordinaria equivalente a una parte de la fraccion mntinu?u
comprendida entre el primer cociente incompleto y cada uno de los dema
cocientes mcompletos, se llama fraccién reducida o convergente.

ION CONTINUA

@Ls‘r DE FORMACION DE LAS REDUCIDAS

S . las
“hte por simple inspeccién. A partir de la tercerd

1 de acuerdo con [a siguiente ley: fraccion
Se multiplica ¢ altimo cociente incompleto de la parte & ’

continua que conside

ﬂl'lumﬂidﬂrd:“u

Precedente y a] de
te,

ramos, por los dos términos de la reducida 'ﬂm.:::
reducidd

'liluehrarlu s¢ suma el numerador de la da W

fominador se suma el denominador de la

i
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ijm_ufﬂ Formar todos las reducidas de 2 + ]
| j 3+ 1
1

44+ —

1
5+

La primera reducida es la parte entera 2 =

Il-ll||l-\.'|

La segunda reducida o fraccién ordinaria equivalente o 2 + ~ es —
3

3’

La fercera reducida o fraccién ordinaria equivalente a 2 + se forma multi-

1
3+

plicando el dltime cociente incompleto 4 por los dos términos de la reducida ante-
4x7

7
rior — ¥ tendremos ; al numerador de este quebrado se suma el numerader

2 de la primera reducida y al denominador se sumo el denominador 1 de la primerc

reducida y tendremos:
1 4x7+2 _ 30
TAX3+1 137
I+

2+

Lo cuarta reducida o fraccién ordinario equivalente a E+—]— se forma
B ——
1
4+ —
multiplicando el dGltimo cociente incomplete 5 por los dos términos de lao
5x 30
5% 13

el numerador 7 de la segunda reducida y al denominador se suma el denominador

tercarg fE‘dUCidﬂ 1“ ¥ [_Endrgmg.s, = ﬂl I'II,JI'I'I-EI'I:IdeI" dE aste qu&bfﬂdﬂ s sumda
13

3 de la segundo reducida y tendremos:
| 5X30+7 157

¥ T T Sx13+3 68
3+

44+

la quinta reducida o fraccién ordinario equivalente o la fraccién continua dado

1

3+
A+

1

S =g
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‘wlicando el Gltime cociente incomplete & por oy
se forma mullipil gkl s} 3

|
167 —; al numerader de este + e g
qlllhmdn lﬁ' .

cuarta reducida —== ¥ tendremos
&l numerador 30 de la tercero reducida y al denominador se symg ay e

LI

13 de la tercera reducida ¥ lendremos:

] 6% 157+ 30 972
21 et T _——
i 6.-' &El_ 13 42] H--
34
1
44
1
5.'r el
&

» EJERCICIO 167

Reducir a fraccion ordinaria las fracciones continuas siguientes,
todas las reducidas:

1. 1+ . : R. -E—; %; lh_ 6. 0+ ! 2 R
241 gp—2 7"
3 +
4+
2
1 s 3 1
RE 21——1—- R. 1—; 1—; ;.:‘j 6. 1+ 1 R.':—%,'E,;-I,
1+ : 54+ 1 1
1+? 4+ 59
1
1+? |
T T . | a
o 1 e ST
2+
3
e X, &
I’TF __‘-l i)
s 4
ITl ﬁ+
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La primera discusion sistematica sobre las fracciones decimales, se debe a Simén Stevin {1548-1620),
En 1385 aparecid publicada en Leyden su famosa obra "La Thiende"

aeirure XXV

.--d-.—\-

424) QUEBRADO O FRACCION DECIMAL es todo quebrado cuyo denomi-
~ nador es la unidad seguida -de ceros.

2

-
et | s

o
41"5;! NOTACION DECIMAL

Para escribir un [_]u::}_':radu decimal en notacion decimal se sigue el
principio fundamental de la numeracion decimal escrita (59), segun el
“Ual toda cifra escrita a la derecha de otra representa unidades diez veces
menores que las que representa la anterior.

iz :'I se escribird 0.3 ',1.:. se escribird 0.17; ;:I-l_-i; se escribird 0.031.
Por 1o tanto, podemos enunciar la siguiente:

26,

6)REGLA PARA ESCRIBIR UN DECIMAL

S¢ escribe la parte entera si la hay, y si no la hay, un cero y en segui-
el punte decimal. Después se escriben las cifvas decimales teniendo
“idado de que cada una ocupe el lugar que le corresponde.

311

de Brujas.

_ . Esta obra fue dada a conocar por Rebert
Norton, en una traduccién inglesa editada en Londres en 1608, bajo el titulo de “"La Disme” o "The Art of

Tenths or Dacimall Arithmetike'. Pronte fueran adoptades los decimales.,



312 @ ARITMETICA

I Ejemplos '

>

e I = T B =ty
PR PP OOM-am ok 0

—_-
o

\

. : = B Th
(1) Escribir setenta ¥ cince milésimas: e
i
Escribimos lo porte entera cero y en seguida el punte decimal. Hecho e
penemos un cero en el lugar de las décimas, porque no hoy décimas = L'i
numero dade, @ continuacion las centésimos que hay en 75 milésimas i s
7, y despues, los cinco milésimos y quedord: 0.075. R,

(2 ) Escribir 6 unidades 817 diezmilésimas: 6——.

1 (il
Escribimos la parte entera & y en seguida el punto decimal. Ponemos cero
en el lugar de las décimas; B en el luger de las centésimas 1 en el lugar de las
milésimas y 7 en el lugar de las diezmilésimas y tendremos: 4.0817.

EJERCICIO 168

Escribir en notacion decimal:

8 centésimas. 17. 7546 centésimas.

19 milésimas. 18. 203456 centésimas.

115 diezmilésimas. 18. 657592 diezmilésimas.

1315 diezmilésimas. 20. 12345673 millonésimas.

9 cienmilésimas. 21. 973 décimas.

318 cienmilésimas. 22. 4321 centésimas.

1215 millonésimas. 23. 234567 milésimas,

9 millonésimas. 24. 6 unid. 3 centésimas.

809 diezmillonésimas. 25. 7 unid. 19 milésimas.

23456 cienmillonésimas. 26. 9 unid. 9 milésimas.

11 décimas. 27. 8 umd. B diezmilésimas.

115 centésimas. 28. 6 unid. 215 diezmilésimas.
1215 milésimas. 29. 3 unid. 16 cienmilésimas.
32456 diezmilésimas. 30. 315 unid. 315 millonésimas.
133346 cienmilésimas. 31. 42 unid. 42 diezmillonésimas.
218 décimas. 32. 167 unid. 167 cienmillonésimas.

EJERCICIO 169
Escribir en notacion decimal:

_'?';_ 5. %—. 9. 4 I:w_ 13, 3lb—-
% _ 8. ﬁ% 10. Hﬁ. 14. 219.+m-
%, o Eli 11. 19%_ 15. 121575%.;
t_ B gt 12, gop-li g6 B

P

Te
m
I

ga
I

U
Lay
4l
loy
e
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@,a NOMENCLATURA

~ para leer un decimal se enuncia Primero la parte entera si la ha
continuacion la parte decimal, dindole el nombre de las unidades };:[;
riores.

Ejemplos I

(1) 3.18 se lee: Tres unidades, dieciocho centésimas.
(2) 40019 se lee: Cualro unidades, diecinueve diezmilésimas,
(3) 0.08769 se lee: Ocho mil setecientas sesenta y nueve cienmilésimas.

> EJERCICIO 170
Leer:
1. 0.8 6. 0.0015. 8. 1.015. 13. 2.000016.
2. 0.15. 6. 0.00015. 10. 7.0123. 14. 4.0098765.
3. 0.09. 7. 0.000003. 11. 8.00723. 16. 15.000186.
4. 0.003. 8. 0.0000135. 12. 1.15678. 16. 19.000000018.
CaN

\-EE; PROPIEDADES GEMNERALES DE LAS FRACCIONES DECIMALES

!) Un decimal no se altera porque se afiadan o supriman ceros a su
derecha, porque con ello el valor relativo de las cifras no varia.

Asi, lo mismo serd 0.34 que 0.340 ¢ 0.3400.

2) Si en un numero decimal se corre el punto decimal a la derecha
uno o mas lugares, el decimal queda multiplicado por la unidad seguida
de tantos ceros come lugares se haya corrido el punto a la derecha, porque
al correr el punto decimal a la derecha un lugar, el valor relativo de cada
cifra se hace diez veces mayor; luego, el nimero queda multiplicado por 10;
al correrlo dos lugares a la derecha, el valor relativo de cada cifra s¢ hace
Cien veces mayor; luego, el numero queda multiplicado por 100; etc.

Asf, para multiplicar 0.876 por 10, corremos ¢l punto decimal a la de-
recha un lugar y nos queda 8.76; para multiplicar 0.93245 por 100, corre-
mos el punto decimal a la derecha dos lugares y nos queda 93.245; para
Multiplicar 7.54 por 1000, corremos el punto decimal a la derecha tres lu-
Eares, pero como no hay mis que dos cifras decimales, quitaremos el pun-
"0 decimal y afiadiremos un cero a la derecha y nos quedard 7540; para
Multiplicar 0,789 por 100000, tendriamos 78900,

) Si en un nimero decimal se corre el punto decimal a la izquierda
1% 0 més lugares, el decimal queda dividido por la unidad seguida de
“Mos ceros como lugares se haya corrido el punto a la izquierda, porque
4l correr e) punto decimal a la izquierda uno dos, tres, eic., lugares el va-
% telativo de cada cifra se hace diez, cien, mil, etc., veces menor; luego,
“l ntmero quedar dividido por 10, 100, 1000, etc.
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Asi, para dividir 4.5 por 10 corremos el punto decimal a la izZquierds
un lugar y nos queda 0.45; para dividir 0.567 por 100 corremos el puntg
decimal a la izquierda dos lugares y nos queda 0.00567; para dividir 15.43
por 1000 corremos ¢l punto decimal a la izquierda tres lugares y nos que-
da 0.01543.

3 EJERCICIO 171

Efectuar:
1. 0.4 x 10. 8. 17.567 x 100. 15. 8.114 x 10000.
2, 7.8 x 10. 9. 3.4 xX1000. 16. 14.0176 % 10000,
3. 0.324 x 10. 10. 0.188 > 1000. 17. 0.4 > 100000,
4. 0.7654 % 10. 11. (455 x 1000. 18. 7.89 % 1000000.
5. 7.3 x 100. 12. 0.188 x 1000. 19. 0.724 x 1000000,
6. 0.103 x 100. 13. 0.1 = 10000. 20. 8.1234 > 10000000,
7. 0.1234 x 100. 14. 45.78 = 10000.
> EJERCICIO 172
Efectuar:
1. 0.5+ 10. 8. 0.7256 = 104. 15. 3.125 = 10000.
2. 0.86 = 10. 9. 2.5+ 1000. 16. 0.7246 = 10000.
3. 0.125 = 10. 10. 0.18 + 1000. 17. 0.7 + 100000.
4. 3.43 - 10. 11, 7-123 = 1000. 18. 0.865 = 100000.
5. 0.4+ 100. 12. 14.136 + 1000. 19. T723.05 + 1000000.
6. 3.18 = 100. 13. 3.6 = 10000. 20. 815.23 = 10000000.
7. 16.134 = 100. 14. 0.19 = 10000.

OPERACIONES CON FRACCIONES DECIMALES
I. SUMA

REGLA

Se ml?mn los sumandos unos debajo de los otros de modo que los
punios decimales queden en columna. Se suman como niimeros enteros,
poniendo en el resultado el punto de modo que quede en columna con los
de los sumandos.

Ejemp!o Sumar 0.03, 14.005, 0.56432 y 8.0345.

0.03
14.005
I 0.56432
B.0345

' e |
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» EJERCICIO 173

Ffectuar:

1. 0.3 + 0.8 + 3.15.

2. 0.19 + 3.81 + 0.723 + 0.1314,

0005 + 0.1326 + 8.5432 + 14.00001.

050 + 95.999 + 15.9999 + 0.995994.

16.05 + 0.005 + 81.005 + 0.00005 ~ 0.000005.
2 + 0.3.

s+ 0.14.

15 + 0.54.

16 + 0.1936.

T2+ 0.07.

11. 81 4 0.003.

12. 115 + 0.0056.

13. 800 + 0.00318.

14. 194+ 0.84 + 7.

15. 93 + 15.132 + 31.

16. 108 + 1345.007 + 215.

17. 450 4+ 9.36 + 0.00015 + 32.

18. 19.75 + 301 + 831 + 831.019 + 13836.

19. 1360 + 0LB7645 + 14 + 92.72 + 81 4 0.0000007.
20. 537 4+ 0.00000001 + 0.000000008591.

.,_..
O 00 =] N oA b 53

il. RESTA

% REGLA

" Se coloca el sustraendo debajo del minuendo, de modo que los pun-

s decimales queden en columna, anadiendo ceros, si fuere necesario, para

que el minuendo y el sustraendo tengan igual nimero de cifras decimales.
Hecho esto, se restan como numeros enteros, colocando en la resta el

punto decimal en columna con los puntos decimales del minuendo y sus-

traendo.

Restar 14.06% de 234.5

|
- Ejemplos I i
: 14,069

Resla.... 220.431. R.
> EJERCICIO 174
Efectuar: :
1. 0.8-0.17. g, 315 — 0.786.
2. ggﬂ .? {Hgg, 7. Hl14 = 0.00325.
3. 0.735 — 0.5999. g 15— 0.764 — 4.16. %)
4 B-—-03. g, H3T — 14.136 — 8.132 = 0.756432.
6. 19-=0.114. 10. 539.72 — 11.184 — 119.327.
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= EJERCICIO 175
Electuar:

1. 0.3+05-017.

2. 0.184 + 0.9345 — 0.54436. E: g:gg:u 4

& 9874 + 550~ 199.50783 R. 1451

- b T sl 1| .0 ik =

B 0.76 + 31.893 — 14. % }gaﬂggﬁl?

.E.l 15876 + 32 — 14. R. Juiﬂ?ﬁ

.I:' a. 13 + H;*.li‘::.:: 4 31.786 4+ 41567 — bl E. E‘i_mi?

8. 31+ 14.76 4 17 — 8.35 — 0.003. R. 54407

9. 8—03+5—0.16—3+ 14.324. R. 23.864
10, 15 + 18.36 — 71 + 80.1987 — 0.000132. R. 42.558568 4312
11, 14.782 — 13 + 325.73006 — 81.574325 -+ 53. R. 298.937735 ~
12, 800 — 31.6 — 82.004 + 19 — 0.762356 — 0.00000001. R. 704.6336439
}-J x::ll'.rq.il = 51 — 0.00325 — 0.764328 + 32.976. R. 117.5*:3422 %
14 5000 - 315.896 — 317845 — 32.976356 + 50.00000008. R, 4669.34314408 i
153. (8 +5.19) + (15— 0.03) + (80 — 14.7584). R. 93.376 cert
17 1351 —(B.79 + 5.728). R. 1336.482 ¢
18. (75 — 0.003) — (19.351 — 14) + 0.00005. R. 69.64605.
189, (16.32 — 0.045) — (5.25 + 0.0987 + 0.1 + 0.03). R. 10.7963.
20. 14134 — (78 — 15.7639 + 6 — 0.75394). R. 14066.51784. F
IIl. MULTIPLICACION

pesLa

~ Para multiplicar dos decimales o un entero por un decimal, se mul-
tiplican como si fueran enteros, separando de la derecha del producio con
un punto decimal tantas cifras decimales como haya en el multiplicando
y €l multiplicador,

: 14.25
‘ E}gmph‘g I * 3.05 1894

4275 9470. R.
43.4625 R,
2> EJERCICIO 176
Efectuar:
1. 05x%03. R. 0.15 ;
« 0.15. 10. 14 x 0.08. R. 1.12
§' gﬂlx 0.83. R. 0.1411. 11. 35 x 0.0009. R. 0.0315.
. &Hxﬁlgggﬂl- R. 0.0000001 12, 143 % 0.00001. R, (.00143.
5 188000 R. 119.679. 13. 134 x 0.873. R. 116952
. _‘_MK 003, R. 0.05052. 14. 1897 x 0.132. R. 250.404.
7 1 % 5004, R. 35.043012. 16. 3154 x 3.726. R. 11863584
ﬂ: 34.786 x .1987. R. 26.7819742. 16. 0.187 x 19. R. 3.5
5 1976.325 = 0.762438. R. 1506425280045, 17. A14.008 = 31. R. 9734.248.
#XQI. R, 5. 18, 0.000001 x 8939, R, 000583
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213. {u..:,-ar+ 0.76) x 5. R. 63

N W e Eam

B iRy SR

6. (1543 — 0.005) x 51, R. 78692.745.
Yy DIVISION

Hﬁ‘ DIVISION DE DOS DECIMALES
REGLA

Para dividir dos decimales, si no son homogéneos, es decir, si no tie-
nen el mismo nimero de cifras decimales, se hace que lo sean laﬁadiendn
ceros al que tenga menos cifras decimales. Una vez homogéneos el divi-
dendo y el divisor, se suprimen los puntos y se dividen como enteros,

| Ejemplos I

Dividir 5678 entre 0.546. Como son homogéneos, suprimiremos |os 5678 | 546

puntos decimales y quedard 5678 enire 544 _ = — o218 5
Siempre que la divisidn no sea exacta, como en este caso, debe 5478 | 544
cproximarse.  Para ello, ponemos punto decimal en el cociente, 02180 103992
onadimes un cero o codo residuo y lo dividimos entre el divisor, 5420
nasta tener cualro cifras decimales en el cociente.  Asi, en el caso 080
anteriar, fendremos: 3 — - 1450

348

Basta expresar el cociente con fres cifras decimales, pero poro ello lenemos que
fijarnas en si lo cuarla cifra decimal es menor, igual o mayor que 5.

% o cuorla cifra decimal es menor que 5, se desprecio esa cifra decimal. Asi, en
la divisién anterior el cociente serd 10.399, porque la cuarta cifra decimal 2, por ser
menor que 5, se desprecia. 10.3%7 es el cocienle por defeclo de esta division, yo

que es menor que el verdadero cociente.

89 81
% I cuarte cifra decimal es mayor que 5, se aumenta una unidod o o
lo cifra de las milésimas. Asi, en la division de 0.8% enire 081, ten- | Hﬁﬂ
demmes, M. N ; b I £20
53

Came la cvarta cifra decimal es 7, mayer que 5, se supnme, pero se anade una uni-
dad o la cfra de las milésimas B, y quedard 1.099. 1,099 es el cocente por ex-
cosn de eslo division, yo que es mayor que el verdadero cociente

S b cuarta e decimal a3 5, se supnme y se ofode uno vmdad a las milésimas.
Asi, 4 8l cociante de una divisgn es 07635 lo expresaremos 0744, cocienle por

EXCHa,
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= EJERCICIO 177

Efectuar:

1. 0.9+ 0.3. R. 3. 11. 0.89356 +0.314. R. 2849
2. 0.81 + 0.27. R. 1. 12. 0.7248+0.184, R. 3:939.
3. 0.64+0.04. R. 16. 13. 0.5+ 0.001. R. 500,
4. 0125+0.005. R. 25. 14. 0.86+0.0043. R, 209
5. 0.729 = 0.009. R. 51 15. 0.27 = 0.0009. R. aem‘
8. 0.243 + 0.081. R. 3. 16. 31.63 = 8.184. R. 3 EE.-S
7. 03202 R. 1.5 17. 14.6 + 3.156. R. 4Iﬁ:aﬁl
8. u_I:’J:j + 0.4. R. 0.321. 18. 5.3206 + 14.3. R. Dlrs:a.
‘g._ 'I'i'f' 1021 R. 7.07. 19. 12.78 +123.1001. R. u“;m‘
10. (L7356 = 0.1. R. 7.356. 20. 9183 =0.00012. R. 7;3525;_

@ DIVISION DE UN ENTERO POR UN DECIMAL O YICEVERSA

REGLA
_ Se pone punto decimal al entero y se le afaden tanitos ceros como
cifras dlEl:ln'fii[E'& tenga el decimal. Una vez homogéneos dividendo y divi.
sor, se suprimen los puntos decimales y se dividen como enteros.

‘ Ejemplos !

(1) Dividir 56 entre 0.114.  Ponemos punto decimal al 56 ¥ le afiadimos tres ceros
porque el decimal tiene tres cifras decimales y queda: 56,000 = 0.114. Ahors
suprimimos los puntos y dividimos come enteros: bl

36000 | 114
1040 491,22807
0140
0260
0320
0220 Cociente por defecto: 491.228.
00800
00z

(2 Dividir 56.03 entre 19, Pon i :
emos punto decimal a 19 y le ofadimos dos ceros
Y nes queds 5603 = 19.00. Ahora suprimimos los puntos decimales y dividi-
Mos come enteros:

603 | 1900
18030 29409
0300
'II:'EHJI} Cociente por exceso: 2949,

(00

-

434

min:
elect
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EJERCICIO 178

>
Electuar:
1. 305 R. 10. 11. 0.6+ 6. R. 0.1
2. 13+0.13. R. 100. 12. 0.21 +21. R. 0.01.
3. 16+ 0.64. R. 25. 13. 0.64 + 16. R. 0.04.
4 B+=0512 R. 15.625. 14. 0.729 = 9. R. 0.081.
5 12 = 0.003. R. 4000. 15. 0.003 = 12. R. 0.00025.
5. 93 + 0.0186. R. 5000. 16. 0.0186 = 93. R. 0.0002.
7. 500 +0.00125.  R. 400000. 17. 0.00125 +500.  R. 0.0000025.
g 17-+0.143. R. 118.85]. 18. 0.132 = 132, R. 0.001.
9, 154 = 0.1415. R. 1088.339. 19. 0.8976 + 19. R. 0.047.
10. 1318 = 0.245867. R. 5364.9204. 20. 19.14 -+ 175. R. 0.109.

@SIMFLIHEACIDH DE FRACCIONES COMPLEJAS
CON DECIMALES

Se efectian todas las operaciones indicadas en el numerador y deno-
minador hasta convertir cada uno de ellos en un solo decimal, y luego se
electia la division de estos dos decimales.

| Ejemplos I

(1) Simplificar

(2 +0.16 —0.115) x 3
(0.336 + 1.5 — 0.407) = 0.4

(2+016—0115) X3  2045x3 _ 6135

S T = 21 RI-
(0335 +15—04607) 04 1227 -04 30875
e +:)x 3.20
0.15 0.4
(2) Simplificar T
(_...'.. : -r-.ﬂ_m) =715
24 /e
Tendremos:
(_ﬂ_ﬁ_ﬁ. + i + 2 ;-e::{_zﬂ
0.15 0.4 1033 + ?.50. L 2) % 3.20
o ' "~ [0.04 + 0.532) +7.15
[ e n.sa:) +7.15

04 Lo
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> EJERCICIO 179

."jirlr]::riiiir;ir:
(0.03 + 0.456 + H) X B

1 X R. 2
25,458
o (8.006 + 0.452 + 0.15) + 0.1
§, 0T aee 1+ 010) R. 2.618.
(8 —0.1+0.32) x 4
. 5w b6+ 0,03 + 0.5
3. 05x3+0 0.03 5 R 0.
0.08 =84+ 0.1+0.1—-0.0]
4, (8:3—0.05)— (4.25 — 3.15) :
0.04 + 0.4+ 0.006 = 0.6+ 7.04 " =
5. 4+0.01+3+0.001+0.1+0.01 R. 2
4 0.01 + 3 x 0.001 + 1704.957 i
6. 1 1 1 L
— — - —— ) w 3. R. 333.
(U-I 0.01 ﬂ.ml)
T B 0.15
—— = —— ) +0.0L R. 49.71.
0.16 0.5 )
g 006 0052, &6 .
.( T ) o R. 0.00452.
03
9. _ R 0.56
0.0056 + + : R. (.6186.
S E e
e LU
(O | | R. 631.25.

vadi,  0.001°
_11. u.lf‘ +u..h:1.|||l-'|.l U.mf'

+.|'rl.l- i 5.||rl.I-'I]'CE “ill'llrﬂﬂﬁ ,
[ 0. LR
e R U o R R. 16079.9999.

.1 l}_ll?],rm ik .||Il}rI:I-CI'I:

R. 0.010101,

EJERCICIO 180

. Pedro ticne 33.64, Juan 5237 s que Pedro y Enrique $1.15 mds que
Juan. ;Cuinto tienen entre los res? R. $22.51.
Un hombre se compra un traje, un sombrero, un bastén y una billetera.
Esta le ha costado $3.75; el sombrero le ha costado el doble de lo que
le costdy la billetera; el bastdn $1.7H muis que el sombrero, y el traje
# veees lo que la billetera. ¢Cuinto le ha costado todo? R. $39.28.
S¢ adquicre un libro por $4.50; un par de zapatos por §2 menos que
el lil::!:; vl h.!:nu:s‘lpm la mrt:r.l de IunFla ue cli:ﬂuarﬂn el libro y
los sapates. (Cuinto sobrari al comprador después de hacer estos pagos,
W lenia $10.43 R, $5.33.
Tenia $14.25 ¢ lunes; el martes coliré $16.89; el miércoles cobré $97
y ol jueves pagué $56.07. sCudnto me queda? K. §72.07.

=]

WA

18,

19,
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Un muchacho que ql.l'l:IlE 30.60 uiere reunir $3.75. Pid
§1.75 v éste le da 1,-“5. menos 3{‘ lo que le pide; pide : :“ ai::rﬁldre
30 cts. ¥ este le da 15 cts. mds de lg que le pide. ;Cudnto |e falta o
obtener lo que desea? R. $1.19. P

Un comerciante hace un pedido de 3000 Kgs. de mercancias-y se o

envian en Cuatro pulil:u.laz-;. En la primera le mandan 71.45 "
“.511:111.1,I::1:it::..fr:.z.s t;:‘l:nqll.;l: 'i:; ri.: E;'imcru » en la tercera, ?;ntﬁgcﬁnft? u:l:
las dos i : £ rest; ] 1 3

:':: O i B g e l(g:ldmL éCudntos Kgs. le enviaron
Ln camion conduce cinco lardos de mercancias. El prime o o
Kgs.: ¢l segundo, 5 Kgs. menos que el PTIMEIﬂjEEIPlE?:I;:E, Pﬁe.sldﬂaldi'?gf
mas que los dos anteriores juntos, y el cuarto tanto como los tres ﬂnt-l;':
riores. ¢Cudl es el peso del quinto fardo si el peso total de las mercan.
aas e Y60.34 Kgse R. 398.732 Kgs.

se reparte una herencia entre tres personas. A la primera le correspon-
den »1245.67; a la segunda el triplo de lo de Ia primera mis $56.89;
a la tercera, $76.97 menos que la suma de lo de las otras dos, S5i ademiis,
se han separado $301.73 para gastos, ja cudnto ascendia la herencia?
R. 310303.90.

La altura de una persona es 1.85 ms. ¥ la de una torre es 26 veces la
altura de la persona menos 1.009 ms. Hallar la altura de la torre.
R. 47.091 ms.

El agua contenida en cuatro depdsitos pesa 879.002 Kgs. El primer de-
posito contiene 18.132 Kgs. menos que el segundo; el segundo, 43.016 Kgs.
mds que el tercero, y el tercero 78.15 Kgs. mis que el cuarto. Hallar el
peso del agua contenida en cada depdsito.  R. 19, 247.197; 29, 245.329;
4%, 222.313; 4%, 144.163 Kgs.

La suma de dos nimeros es 15.034 y su diferencia 6.01. Hallar los ni-
meros. R, 10.522 y 4.512. >
El triplo de la suma de dos nimeros es 84.492 y el duplo de su diferencia
42.02. Hallar los nimeros. R. 24.587 y 3.57T. :
Una caja de tabacos vale $4.75 y los tabacos valen $3.75 mis que la caja.
Hallar el precio de los tabacos y de la caja. R. Tabacos, $4.25; caja, $0.50.
L4 suma de dos nameros es 10.60 y su cociente 4. Hallar los nimeros.
R. 548 y 272, .
Li diferencia de dos nimeros es 6.80 y su cociente 5. Hallar los nu-
meros.  R. B.50 y 1.70. ‘

“n hombre compra 4 docenas de sombreros a $10 la docena, y 3 dn&:e]-
nas de lipices. Cada docena de lflpi{l‘-ﬁ le cuesta la IH’IEEEI.I'!IR |JEIer.¢ l:?
510 de una docena de sombreros mds 6 cts: ¢Cuinto importa la compra
r" $1.68 ia 6.24 pies. De un extremo
In rodille P T circunferencia .34 pies. :

2 otre de uff l':'r?g;:: T;;Jl?lfeﬂflis da 24.75 vueltas. (Cuil es la longitud

tel ; i
errenoy R, 156.015. pies. ue le habia hecho:

Un COTHETCIanLe o . jpuientes compras g
oty - a a otro las siguie . :
<) Ibs, de I:nanl-:-!;:rigllada $0.18. Ib.; 80 Ibs. de tfulu: a $0.05 Ib.; 312 Ibs

* harina a $0.06 Ib., y # docenas de Eiﬂﬂs de losforos a §0.03 caja.
% entrega 30, scudnto le devolverin? . §0.80. 81K
H Ving de un onel pesa 1962 Kgs. i cada litro de vino pesa 0.9 :
“uintos litros contiene el tone R. 2000 1.
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29.

31.

32.
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Un tonel lleno de vino pesa 614 _H-ii‘i- "" el litro _'-'J'«': Vino pesa 0.980 Kﬂl
y el peso del tonel es 75 Kgs., secudntos litros contiene el tonel? R. 550) II
o kilogramo de una mercancia cuesta 1300 bolivares Y un kilﬂgram.
g6 otra 8250, (Cudnloe i-;i]r:gl;untj'i {_ir: la segunda mercancia se P-u-d::.u
comprar con un kilogramo de la primera?z R, 40 kgs -
se compran 21 metros de cinta por $7.335. :Cudnto importarian 18 megp;
R. $6.30

v oss5 los 1000 kgs. de una mercancia, et Importarin 210 kgs
R. 326.35.

Iengo 14 Kgs. de una mercancia y me olrecen comprirmels Pagandom,
24l por ¢l Kg.; pero desisto de la venta y mids tarde CHlrego myj pro-
vision por $84.14. :Cudnto he perdido por Kgi R, $3.39.

S¢ compran 4 docenas de sombreros a Q. 3.90 cada sombrero, §i 4
reciben 13 por 12, ¢a como sale cada sombrergp R. Q. 3.60.

Un empleado ahorra cada semana cierta suma ganando $75 SCmanales,
Cuando tiene ahorrado $24.06 ha ganado $450, dQué suma ahorrg .
manalmente?r R, $4.01.

51 oganara 3150 nuis al mes podria gastay diariamente $6.50 y ahorrar mene
sualmente $12.46. (Cuil es mi sueldg mensualz (Mes de 30 dias). R. $57.45.
Compro 100 libros por »35. Vendo la quinta parte a $0.50: Iz mitad de
los restantes a $1.75 y el resto a $2 uno. ;Cuil es mi beneficio? R. §75.
Cierto nimere de libros se venderia Por 3300 si hubiera } mis de los que
hay. 5i cada libro se vende por $1.25, ;cudntos libros hay? R. 200 libros.
Enrique compra Lipices a $0.54 los ¢ lipices y los vende a J0.55 los
9 Lipices. Siosu ganancia es de $0.80, écuwintos lipices ha comprado:
R. 40 Lipices,

Para comprar 20 periddicos me taltan 8 as., y si compro 15 periddicos
me sobran $0.12. ;Cudnto vale cady periddico? R, 4 s,

En una carrera de 400 metros un corredor hace 8 metros por segundo
y oo 6.75 metros por segundo. dLuintos segundos antes llegari el
primeros R, 9.2 SCE.

Compro igual nimero de vacas Y caballos por $540.18. Cada vaca vale
35640 y cada caballo $33.61, ¢Cudntas vacas y cudntos caballos he
comprador R, § v, ¥ 6 ¢

Compro igual nimero de libras de harina, azicar, pan y frijoles por
$36.66. Cada libra de harina cuesty 0.06, cada libra de azdcar $0.08;
la libra de pan $0.97 ¥ la de frijoles $0.05, ¢Cudintas libras de cada
cosa he comprado?  R. 141 Ibs,

Quiero Teparur 20 sucres entre dos muchachos de modo que cuando
e mayor reciba 1.50 el menor reciba .50, ¢Cudinto m;ihirz cada mu-
chacho?  R. Mayor, 15: Menor, 5 sucres,

S€ compran 200 tabacos a §5 el ciento. Se echan a perder 20 y los res-
antes los vendo a $0.84 la docena, Lwinto se gana? R, $2.60.
Fierdo $19 en la venta de 95 sacos de azticar a $9.65 el saco. Hallar el
costo de cada saco, R $0.45.

Pedio adquiere cierno nimere de libros 6.68. Si hubicra com:
prado 4 mias e habrian costade $77.80. E}::l:#m libros ha comprado

Y cudnto ganard si cadg libro lo vende por $0.637 R. Gomprd 6
Banard $11.10.

i
et
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. e derechos por Ia “anci
pago 33418 de | mercancia de una ea;
e 60 Kgs. Si el peso del envase eg 8.40 Kgs. {cudjr?lc:ﬂi'ij:? p';:;dhmm
[ [#] P.D.r

ke de mercancia?  R. $1.05.

res cajas contienen mercancias. La nr : :

;Lt I.l] _ﬁ:-;_;u_nd_;: y la tercera F]{}.TE{J“IE;?.‘:’ ;-,-:Ir :: ﬁﬁ?}'ﬁr{: E,'ﬂia;l :?;?.ﬂg
s p i O 1T - t .'.'_1._-, I - ;

-u I.P:I.I;, I}Eju!f;u into pesa cada caja? R, 1%, 36.002 Kgs.; 23, 40.578 Kgs.:

Un deposito se puede llenar por dos Ilaves. La

litros en 3 minutos y la segunda 31.3 litros en 5 min

ardard en llenarse el estanque, si estandg vacio, se abren a un tiem

las dos llaves, sabiendo que su capacidad es de 425.43 litrost R, 29 min

:Cual es ¢l numero que si se multiplica por 4; si este producto se divide
por 6, al cociente se le afade 18 ¥ a esta sums: : i
120022 R. 0.003. ' Mal se Testa 6, se obtiene
s¢ compran 13 trajes por SEIIU,H;_ S¢ venden g a $15.30. ;A cémo hay
que vender el resto para ganar en todo 3302 R. $16.55.
Un caballista adquiere cierto nimero de caballos en $5691. Vende una
parte en 31347.00 a razon de $61.25 cada caballo, perdiendo $20.05 en
cada uno. :A como tiene que vender el resto para ganar $1080.50 en
todor R. $113.
Un avicultor compra 6 gallinas y 8 gallos por §5.46. Mais tarde a los
mismos precios, compra 7 gallinas y 8 gallos por $8.91. Hallar el precio
de una gallina y de un gallo. R. Una gallina, $0.45; un gallo, $0.72.
Un padre de familia, con objeto de llevar su familia al circo, adquiere
tres entradas de adulto y dos de nifio por $2.20. Después, como hubiera
mvitado a otras personas, adquiere a los mismos precios, seis entradas
para nino y dos de adulto, en $2.40. Hallar el precio de una entrada
de nifio y de una de adulto. R. De nifio, $0.20; de adulto, $0.60.
Un contratista contrata los servicios de un obrero por 36 dias, y como
no Liene lral}.;qju pira todos los dias le {}I.I'EEE $1.25 por cada l:ll:-n_ que
trabaje y $0.50 por cada dia que no trabaje. _Al cabo de los 36 dms_tf
obrero ha recibido  $30. ¢Cudntos dias trabajé y cudntos no trabajo?
R. Trab. 16 ds.; no trab. 20 ds.
Un colono ofrece a un empleado un sueldo anual de $451.16 y una
w:rllju. Al caboe de § meses despide al obrero Y IE entrega 3281.16 y la
Wrlija, ;En cuinto se aprecio el valor de la sortijaz  R. §118.54.
{Cudl es el namero que sumado con su guintuplo da por resultado
L34 R, 0.6689. % a
¢ compra cierto nimero de libros pagando 609 bolivares pgr El?;.a:sljg-
libros que se compraron y luego se vendiecron todos m!:'jm"d“ m' 110
el '“'f]lii i) libros. Si ha habido en la venta una pirdida de be. '
“udnies libros se habian comprado? R. 100 libros. LT
Fara pagar cierto namero de cajas que compré a §0.70 una, entregin
‘ ‘ compré? R, 125
14 sacos de argear de $6.25 eada une, (Cudntas re Al \rI:nr.lur 85 som:
e comprado 4 cajas de sombreros ]’Fra{iﬁm}:m. sCudntos sombre-
TR por §106.25 se ha ganado $0.10 en cada so 5 R, 240; 60.
" s compraron y cudntos habia en cada caja :

primera vierte 2593
utos. :Cudnto tiempo



Al inventar Simbén Stevin las fracciones decimales introa u]n. para exprosarlas un cerg d&nlrn & un girgyly,

Este procedimiento resultaba muy engorroso. En 1818, al publicar su obra sobre los Iﬂguﬂm‘r Meper, Magie,

© Mepair, dic a conocer el use del punto decimal que se usa hoy para separar las cifras enteras de Ik dyei.
males. En los paises de habla inglesa este punto decimal g8 sustituye por una coma,

CONVERSION DE FRACCIONES cAPITuLO X X

I. CONVERSION DE FRACCIONES COMUNMES
A FRACCIONES DECIMALES

435) Todo quebrado es el cociente de la division indicada de su numers-
dor entre su denominador: por lo tanto, para convertir un quebrado
comun a fraccion decimal se sigue la siguiente:

REGLA :

S5¢ divide gl numerador entre ¢ denominador, ﬂ]]l’ﬂxfm.&ﬂdﬂ: la di:‘:'
sibn hasta que dé cociente €xacto o hasta que se repita en el cociente i
definidamente una cifra o un grupo de cifras,

‘ Ejemplm I

il iy
(1) Convertir s ¥ 5 o0 fracciones decimales.

o 70 |20
0 0.4 ':- 04 g 100 035 Y =p35 R
00 an

324
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; L]
(2) Converhir =y == en fracciones decimales,
10 |3
L2 = 0 |
n]}ﬂ 0.333... : 70 01212,
\ 3 =0333.. g 40 - 5
70 i 0112 B
4
(3) Convertir en fracciones decimales 2 ¥ L
12 ga0 "
100 e 2330 990
420 0.0833. .. 1 3500  0.23535. ..
— — n
_ ~ =00833... R. o == = 0.23535

5300

De lo observacion de los ejemplos anteriores se deduce que al reducir un gue-
brado comin a decimal puede ocurrir que la divisién sea exacta, originando
las fracciones decimales exactas, o que haya una cifra o un grupo de cifras
gue se repita en el mismo orden indefinidamente, originando las fracciones de-
cimales inexaclas.

@DISTIHTAS CLASES DE FRACCIONES DECIMALES A QUE
— DAN ORIGEN LAS FRACCIONES COMUNES

Son las que se expresan a continuacion:

Fracciones decimales | exactas

que originan los que- Al
| icas puras.

brados comunes.. ... e aitia per pu

periodicas

peritdicas mixtas.

L

Fraceion decimal exacta es la que tiene un nimero limitado de ci-
fras decimales.

rEjEmphi I 0.6 y 035 del ejemplo anterior 1.

Fracciom decimal inexacta periédica es aquella en la cual hay una Ci-
fra o un grupo de cifras que se repiten indefinidamente y en el mismo
orden,
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E: T 0.333... y 01212, .. del ejemplc anterior 22
JEuEp 0.08333... y 0.23535. . . del ejemplo 3.

Periodo es la cifra o grupo de cifras que se repiten indf[ini{lamgntc

¥ en el mismo orden.
Asi, en la fraccion periddica 0.333. .. el periodo es 3; en la fraccién

0.1212. . . el periodo es 12; en la fraccion 0.23535. .. el periodo es 35
Fraccion decimal peridodica pura es aquella en la cual el periodo em.

picza en las décimas.

‘ Ef“-‘-'"PIﬂ* I 0.031333..., 0.012h2..., 0.[785)785. ..

Fraccion decimal periodica mixta es aquella en la cual el periodo no
empieza en las décimas.

‘ Ejem-plas ' 0.08(313... 02(35135... o000017107)...

Parte no periddica o parte irregular de una fraccion periddica mixta
es la cifra o grupo de citras que se hallan entre el punto decimal y el pe-

riodo.

‘ Ejemplos I

Asi, en la fraccién 0.0833... la parte no peribdica es 08;
en la fraccion  0.23535... lo parte no periédica es
en lo fraccion 000171171, .. la parte no periédica es 00.

Las fracciones ordinarias sélo pueden dor origen a fracciones decimales exoclas,
periddicas puros o periddicas mixlas,

FRACCION DECIMAL INEXACTA NO PERIODICA es |4 que tiene un
~ nidmero ilimitado de cifras decimales, pero no se repiten siempre en el
mismo orden, o sea, que no hay periodo.

s % =3.1415926535. . .
Ejemplos i

o 0.3183098861...

¢ =2.7182018285, ..

Estos son nimeros notobles del Céleuls,

Estas fracciones decimales inexactos no iddi i de quebrados co-
o periodicas no provienen q9
munes, pues éstos sblo pueden dor origen @ las ires clases de fracciones indicados
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5 EJERCICIO 181

* HERCICIO 183

Simplificar, convirtiendo los quebrados comunes en decimales:

— 41 A R
1 -t-___;_. 5 ¥ 2 i ] a
it g+ 2s - 15

ION DE FRACCIONES ® 37

Hallar la fraccion decimal v :
e ”I la [raccion decimal nl:mni?l::vdlm"“ Y decir, en cada Caso, de qué
! 4 —. 7. - -
L. o : j 10. i 13. I—Z-. 16. —i.:%_ 19. —:—!—.
gL 5. — = [ O 7 ;
3 B 3’ 14. 1" 17. T;n" 20. _:al_;u_'
. — 6. i 9 = 1% = A 1
i ' 5 5" L, e
> EJERCICIO 182
Digase que clase de fracciones decimales son las siguientes:
1. 0.04. 5. 0.005. 9. 0.0767. 13. 0.12341234. 17. 0
2 0777. 6. 0178178.  10. 0.001818. 14 0.0109898. 15 0033siors.
g, r].l,_ﬂé- 7. 0.45111. 11. 0.765765. 15. 2.654886. 19. 0.99102557.
4 0.1717. 8. 0.1951616. 12. 0.00303. 16. 3.33343345. 20. 9.78102793.
:j@srmpunchcmn DE UNA EXPRESION FRACCIONARIA
COMPLEJA REDUCIEMDO LOS QUEBRADOS
COMUNES A FRACCIONES DECIMALES
Ejemplos I
LBl
Simplificar 2 45 gq' , reduciendo los quebrados comunes a decimales.
152
1 3 1 4 d
WL, _ = E= —=025 1—=18 — =045
Se fiene: 2 0.5 5 0.6 4 5 20
| o |
e L il 1o s b T Y e
Tendremos: e Slle = T o
49 1.8 — 045 1.35
20
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L L

—_ 166 + ——

G 2 R. 0.5 6.
1 | _3 -

;-l; -||n| L
T 1 Y 3

= w T LL R. 0.25 7.

1 o

G+t t+in
8 1# I

Gl ! w 3.
1 21 " PR |

St T EW}FIDM

e e
0% | 0.4
s Moo R. 05
004 | 002
1 1 1
fd? - E? + 0.16) x 1?
3 21 =
3 i
i+l
2 3 P
/s ! [o 3 s
Hw He s "
4 as ”a"n_ a0 6,
*fas ‘iz 'faw

REGLAS PARA CONOCER QUE CLASE DE FRACCION DECIMAL
HA DE DAR UNA FRACCION ORDINARIA

1) Si el denominador de una fraccién irreducible es divisible sola-
mente por los factores primos 2 6 5 o por ambos a la vez, el quebrado dari

fraccion decimal exacta.

‘ Ejemplos I

L I & L ']
(1) Lo fraccién — *era equivalente a una fraccidn decimal exacta porque es ime-
ducible y su denominader, B, es divisible solamente por el factor primo 2

En efecto:

gl

& 0.375
40

0

luego %: 0.375

(2

P .,
La froccidn 5 @ lo fraccién generatriz de 0.375 porque genera o produce el

decimel 0.375 al dividirse 3 entre B.

) La fraccién 1t
ducible
2y 5
En efecio: 110 |40
300 0275
00
o0

e 11
Lo froccién w 8 lo fraccién generatriz de 0.275

» %878 equivalenle o una fraccién decimal exacta porque es i
i dtﬂﬁmimdﬂ[’ 40, es divisible salamente por las factares F’“Imﬂ

- '
ke
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2 Siel denominador de una fraccion irredy

* ; cible no es divisi
jos [actO7S primos 2 ¢ 5, ¢l quebrado dard una isible por

fraccion decimal periadi.
a pura-

| E jrmpiﬂs I

1 : :
(1) El quebrado - sera equivalente a una fraccidn decimal periédica pura porque
es irreducible y su denominader, 3, no es divisible por los factores primos 2 ni 5.
En efecto: 10 | 3 e
70 0.333...

1
10 o
" luego 3 0.(3)33...

_—l es la fraccion generatriz de 0.333. ..

2 : i : Bt 5
{2) El quebrade — dard una fraccién decimal periédica purg, porque es irredu-
cible y su denominader, 7, no es divisible por los foctores primos 2 ni 5.

En efecte: 20 IF

60  0.285714285714. ..
40
50
1

0
30
20 2
&n luego — = 0.{285714)285714. ..
7
40
50

10
30
2

ET es lo generatriz de 0.(285714)285714. ..

%) Si el denominador de una fraccion irreducible es divisible por los
lactores primos 2 6 5 o por ambos a la vez y ademis por algin otro factor
Primo, el quebrado dara una fraccion decimal periodica mixta.

Lirmplos |

(1) g quebrado % daré una fraccién decimal periodico mixta, porq
tible ¥y su denominodor, 6, es divisible por 2 y ademas per
En efeclo: 10 | 6
'ﬂ n-IHJ-ri

1 )
— 1"' a
-l'ﬂ Iu-p&=ﬂ.llﬁ.

5 8 lo generairiz de 0.166. .

ye es irredu-
3.
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iraccién ordinaria ?1" dord fraccién decimal periddicg mixto,

(2) Lo
irreducible y sv denominador, 110, es divisible por los factaras P 5
¥ 5-_.-

ademas por el factor prime 11.

En efecto: 1000 110
1000 0.0090%0... | 1
vego —
Lo 10~ 200i50py

! o5 la fraccién generatriz de 0.00(%0)%0. .
11

OBSERYACION IMPORTANTE
Las reglas anteriores se refieren unicamente a fracciones j

Si se quiere saber qué clase de fraccidon decimal dard una fra{;clﬁn ;
es irreducible, lo primero que debemos hacer es simplificarla hagy hﬂ.-r::
la irreducible y entonces ya se¢ pueden aplicar las reglas anterigres,

1 Ejemplo |

: T i +» 10
3Qué clase de fraccién decimal dara m?

105
Hogamosla irreducible: — = E= —1
165 55 11

. L) SEfche . .
Cnr!m el denominador de . Mo es divisible ni por 2 ni por 5, nos dar fracciée
decimal periddica pura.

En efecte: 70 | 11

40 04383...
i 105 7
40
lvego — = — =0[63)63... &
7 165 11 s

2= EJERCICIO 184

1 1

- b = N 2

2 B i° I P 8 Mg ReEE
1 1

— & — ]ﬂ 1 ._

& a — — o g

: : i1 14- 1‘1- 15. i?- m. E-I E’E‘F
X T-I Fra 1

r > 11. =, - 18

E - 3 : o L
- i & 1

3 . 18 = 14 & 20, % 24. E* 28.

, PWDJE:-:E qué clase de fraccién decimal dardn los siguientes
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. CQH‘*r"EHE'loﬂ DE FRACCIONES DECIMALES
: _1L|EEH"&DGS COMUNES

;‘;ﬂ\ FRACCION GENERATRIZ de una fraccion decimal es el

N ) ; i ! quebrado co-
A mun irreducible equivalente a la fraccion decimal.

i41) DEDUCCION DE LA REGLA PARA HALLAR LA GENERATRIZ
\_’ pE UNA FRACCION DECIMAL EXACTA

Sea la traccion O.abe. Llamando f a la fraccion generatriz, tendremos:
f=0.abc.

Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por la unidad segui-
da de tantos ceros como cifras decimales tiene la fraccion, aqui por 1000,

tendremos: 1000 x f = abe.
Dividiendo ambos miembros por 1000 y simplificando.
1000 x f _ abc _ abc
1000 1000 1000

lu ego:

Para hallar la generatriz de una fraccion decimal exacta se pone por
numerador la fraccion decimal, prescindiendo del punto, y por denomina-
dor la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales haya.

I Ejemplos I

&4 141
(1) Hallor la generotriz de 0.564 0.564 — 000 —'?50-
17
(2) Hallar lo generatriz de 0.0034 0.0034 =000 5000 R.

CBSERVACION
d
i la fraccién decimal tiene porte entera, e :nlal:u ésta q:::ﬂll:u:ﬂdeq:pﬂubg: ;:
equivalente o la paorte decimal, formando un nimero mixio,

reduce a gquebrade.

; Ejﬂl’nplﬂ I
675 27 T‘E K.

— — 5__._ —
Hallar lu generatriz de 5675 5675 S_IEI‘:I'U 40 40
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3 EJERCICIO 185
8 :.Iui:h:l';iiln irru-:iuciblc f:quivafenm a:

Hallar la _L;:'m-:.L[ri.'
# [ - o '
32 g. 0.018. R, —. 16. 0.3546. 1718
1. 0.4 R. — — B
s 608
a.  0.05. R. Lu 9. 1.0036. R. —. 18. 0.72865. g _[g;l_[:__
. i 12008
3. 0.06. R. :j:: 10. 2.00048. K. e 17. 1.186. R. m
T ' - 1 SO e i
4. 0.007. R —— 11. 3.000058. R, : 18. 3.004. :;:.
100031
5. 0.0008. R. -::m. 12. 4.00124. R. — 19. 5.0182. R ;‘Elh:__'
R 03215. i 20. 7.14684. 17847
6 0.00009. R. ——. 13. 0.03215. R. : R,
- 0.000004. R, —— 14. 0.198. |
T ] M

@DEDUCCIGH DE LA REGLA PARA HALLAR LA GEMNERATRIZ
DE UNA FRACCION DECIMAL PERIODICA PURA

Sea la fraccion O.abab... Llamando f a la generatriz, tendremos:

f=0.ab)ab ... (1)
Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por la unidad segui-
da de tantos ceros como cifras tiene el periodo, aqui por 100, tendremos:

100 x f = ab .abab. .. (2)

100 x f = ab.abab. ..

De esta igualdad (2) restamos la igualdad (1): =f= 0.abab
99 X f = ab
Dividiendo ambos miembros por 99 y simplificando, queda
MWxf ab ab
luego: 99 99 " I=E

Para hallar la generatriz de una fraccién decimal periddica pura €
pone por numerador un periodo y por denominador tantos nueves como
cifras tenga el periodo,

| Ejemplos

(1) Hallar la generatriz de 0.4545. , . 0.4545. .. = _.H..IE = _—5 R.
LI H 1 ]
I-z] g t‘il u| iww u- I I:' l.
e B OURANIGR:qv M




OBSERVACION

5i la fraccién dwamal periddica pura
lante del quebrado equivalente a Ig pa
y despues se reduce o quebrado.

fiene parte entera, se coloca ésta de-
rte decimal formands un nUMmMero mixto

135 5 264

Hallar la generatriz de 7.135135. .. FIS518S. . =f——=7—— =ty
999 37 a7 :
3 EJERCICIO 186
Hallar la generatriz o quebrado irreducible equivalente a:
1. 0.33. R. —. 8. 0.8181. R. % 1. 19979, R
11
3 0.44. R. 2. 9 0128125 g9 16. 2.000009. g =
| aaa 111
3. 0.66. R 10. 0.156156. R, -5,  17. 3.00450045. g, %2
a L EE 1111
4 01212. R A 11. 0.143143. R -2 18 4186186, @ U™
a2 200 aza
B. 01515, R L 12. 0.18961896. m. = 18. 5.018018. B
ia 3333 111
6. o1818. R 2 13. 0.003003. R. -1 20. 6.00060006. R, 2%
e e 333z
T 02020 R 2 14, 1.0505. gt
E 1) a9

F oG
"Hi“'DEDUECIDH DE LA REGLA PARA HALLAR LA GEMERATRIZ
DE UNA FRACCION DECIMAL PERIODICA MIXTA

Sea la fraccion 0.ab(ed)ed. .. Llamando f a la generatriz, tendremos:

f=0.ab(cd)cd... (1)

Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por la unidad se-
guida de tantos ceros como cifras tengan la parte no periédica y el perio-
40, aqui por 10000, porque son cuatro esas cifras, tendremos:

10000 % f = abed . cded . .. (2)

Multiplicando ambos miembros de la primera igualdad (1) por la
Unidad seguida de tantos ceros como cifras tenga la parte no periddica,
*qui por 100, tendremos:

g =ab.cded. .. (3
mﬂﬁ!@m ':] lm;{f:abﬂd-fﬂﬁd..a

Restando de la igualdad (2) la igualdad (3), 100 % f = ab.cded. . .
tendremos; — 9900 x | = abed — ab
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I‘JI'.'Edicm_lu ambos  miem- 9900 X f _ abed - ab P
hru_:ﬁ dt'. esta igualdad por 99K e i R i
y simplificando: 9900 9900

iuugu:

Para hallar la generatriz de una [raccion decimal periddica mixta se
pone por numerador la parte no periddica seguida de un periodo, menos
la parte no periodica, y por denominador tantos nueves como cifras tenga
el periodo y tantos ceros como cifras tenga la parte no periodica.

J Ejemplos l
5 —5 51

(1) Haollor lo generatnz de 0.36577... 056577, . . =-
200 %00

: & —5 ol 281
(2) Generatriz de 0.0056767... 0.0056767. . = — =
22000 99000 49500

OBSERVACION

Si lo fraccién tiene parte entera, se pone ésta delante del quebrado equivalente
@ lo parte decimal, formande un nimero nixto y luego se reduce o quebrado.

3356 — 53 2303 84503

Hallor lo generatriz de 8.535656... 8535656 , —8— - P
9900 9900 9900

> EJERCICIO 187

Hallar la generatriz o quebrado irreducible equivalente a:

0355. R E 8. 0.1844. R. % 15. 1.033. R. §:-_
0644. R 2 . 0.2366. L, ; -
. 9. 0.2366 R. T 16. 1.766. R. .
0.988. R, E, 10. 0.51919. R 2= 17. 1.031516. R, —.
485 A5
2
0.133. R 2, 11. 0.012323. R, % 18. 2.014545. R, %
. 06055 @n » 12. 0. 13 ; : 15048
- 0011818. R, T 19. 3.6112112. R T
04284. R 2. 13 012438 18629 i
— 36356. R, ——., 20. 4.09912012. R. —=-.
7. 0.3622. s
; A - 14. 0.451201201. R, %

71



>

k.

-1

11.

12.

14

EJERCICIO 188
wscﬂ.ﬁ.HEA

Hallar Ja generatiz o quebrado irreducily

.5 K. T
il ['-":Il- R- ﬁ:u
; 418
044G R. o
{1 3t K. -*--
11
().544. R. qﬁ.
i
0.32. R. “
3.55. R, 2
K
0.143636. R, 70
i)
017333 R 2
i
(l.146. R. i‘
il
0.00540054. R, 2
1111
0.1861515. R, M43
AR
L0y, R. l—.
il
(.00036, || el
e |
0.144144. R, 1
111

SIMPLIFICACION DE UNA EXPRESION

16.
17.

14.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27,

28.

28.

30.

T W SN

U.57611.
0.15169169.
LS.
B.U18U 5.

2.1515.

(LIHIS.

S.00.

(L OGUOGU.
4.1:4344.
0.0001515.

(L OO000 T 4.

HO3210321.

056363,
G-BO1616.

18.06826.

15TY

——

B

R.+

_Fﬁ??
40930 °
141
L5000

AR
T
170
T
ik
125
&1
=
2
ﬁa
d721

non

1
LT

T

MTT1
2333
i)

az0
a52a7
aa00

R.
R.
R.
R.
R.
R.
R.
R.
K.
R.
R.
R.

R.

a3
R. EWIG

LA GENERATRIZ DE LOS DECIMALES

Simplificar

105+ 066.. —0055. ..)% ;5

w

a1...

— 2066

——

eI o] :

DE FRACCIOMES

1.
42.

33.

36.
37.
38.
39.
&
41.
43.
43.
44,

490.

le equivalente u:

® 335

14.66. -

=
0LU9G055. R ol

—_
15.075. R, F“jjm

T
ULOSB5608E56. g %

g
(L1586, R T

250 *
DO1369346934. 128011

R
0000018, s

BT
0.000000864. R, Tf%.r _

21259000
3.165165. R 12

3

0894804 R, 2
0.056893893. R, 2T
9.00360036. R, 1%
051324323, R, S22
21.006. R
10085300883, R. 15T

COMPLEJA HALLANDO

hallando la generatriz de los decimales.
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Ce fiena:
& 2 b
GV e
' 0 2 L S | 90 % =5
211...=3—=—. 2065, ., =2 =2—-‘=j..]__._31
gt O T
Tendremos:
Gl 18 10 2 10 . i
£ | 47 s 47
9 15 45

> EJERCICIO 189

Sunplificar las expresiones siguientes, hallando la generatriz de |og
decimales:

1. 05+002+ - R. 1-.
2. 0.6+ 4+ — 0.666. . . 3
Th

-y 1 1 L]
3. (0.1515...— 2 +(0.0909... + 2). R. .

4 (;+004+3)x0.03. R, =1
L]
0.005. .. + % TR b
5 14
. R. .
6. 7= +—+0.56565... R. 12
(0.3636. .. + % +12)+ 0.3
7. !
0.333. .. : R. 195
(0.1818... — Xy 4 (0.026 — 2
g ‘5} ( G0 ) R 2481
g " EE.
)
g ACSBchiPOR. Yty | e
3+ 0.163152. .. TN
038 . 0ass... |
10. ™8 ° bioie,,, 15 .
001818, % 0
B2-200...0 0,008,
11. 221008, o200, " R. 11%"

L - 1.4 i =
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i45) SIGNIFICACION DE LAS FRACCIONES DECIMALES PERIODICAS

§i una cantidad trf-r.]:rerimemu variaciones que cambian su valor. h
ciéndola aumentar o disminuir de un modo regular, se dice que 2114;.
variable y si tiene un valor fijo se llama constante. ;

Cuando los diversos valores que recibe una cantidad variable se
aproximan cada vez rq:is a una cantidad fija, constante, de modo que la
diferencia entre la variable y la constante, sin llegar a anularse, pueda ser
(an pequena como se quiera, se dice que la constante es el limite de la va-
riable 0 que la variable tiende a un limite que es la constante.

Las fracciones decimales periddicas son cantidades variables. Asi, la
fraccion 0.111... es una variable porque a medida que aumentamos el
nimero de periodos aumenta mds y mds su valor y cada vez se va aApProxi-

; . 1 :
mando mds al valor de su generatriz < sin llegar nunca a alcanzar este
valor, pero la diferencia entre 0.111... y su generatriz —1:— s¢ va haciendo
cada vez menor, sin llegar a ser cero.

E_ | En efecto: Tomando un solo periodo, tenemos T R
: El-l=i y la diferencia entre la generatriz y esta 2 E—l—ﬂz—f =§§J~,
fraccion es: — Zoilihe o) E e
I Tomando dos periodos tenemos 0.11 = —, y . Toidl S0 1
la diferencia entre la generatriz y esta fraccion es: < 8 100 900 900
Tomando tres periodos, tenemos 0.111 1 111 1000 — 999 1
=§mi y la diferencia con la generatrniz es: A~y 1000 90000 9000°

Vemos que la diferencia entre la fraccion periddica 0.111. .. y su ge-

neratriz -:; se¢ hace cada vez menor a medida que aumentamos ¢l numero
de perindos, porque de varios quebrados que tienen igual numerador es
Menor el que tiene mayor denominador. , .

Por lo tanto, tomando cada vez mayor numero de periodos, la dife-

I = l 1 " ] r 1
Fenicia entre Ja fraccién 0.111. .. y su generatriz o puede llegar a ser tan
Pequeiia como se quiera, pero sin llegar nunca a anularse; luego, 0.111...
S una variable que tiende al limite Tl cuando el numero de p-_-rimlus
Amenta indefinidamente. .

Del propio modo, 01818, .. es una variable porque a medida que

L 5 i R

aumentamos el nimero de periodos su valor se hace cada vez mayor, acer

“ndose cada vez mis al valor de su generatriz :: = % sin llegar nunca a



¥
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tener este valor, pero la diferencia entre 0.1818. .. y sy gcneratrjz 2
de llegar a ser tan pequena como se {_Illit.'f-':l, sin anularse l'll-'lnta_*"
a

luegy,
0.1518, .. es una variable que tiende al limite :Ef cuando e| nﬁmﬂ:g::
periodos aumenta indefinidamente.

Asi, pues, las fracciones periddicas pueden inlETpI‘ET.HrSi: comao
dades variables que tienden al limite representado por su gen
do el numero de periodos crece indefinidamente.

 cangj,
E’l’ﬁlr[:, wan._ ¥

i

(446) SIGNIFICACION DE LAS FRACCIONES PERIODICAS

“—' DE PERIODO 9.

La fraccion periddica pura 0.999. .. y las fracciones periddicas miy.
tas de periodo 9, rales como 0.0999 .., 01999 . .. 02999 - 0.01999,
0.029:0). . ., etc., no son originadas por quebrados comunes, es decir, (ue m:
existe ningin quebrado comin tal que, dividiendo su numerador entre sy
denominador, se obtengan dichas fracciones.

La traccion 0.999. . . difiere de 1 en 1 milésima; 0.9999. . . difiere de 1
en 1 diezmilésima; 0.99999. . . difiere de 1 en 1 cienmilésima, etc, Vemgs
pues, que a medida que aumentamos el nimero de periodos el valor de
esta fraccion 0.999... se va aproximando indefinidamente a 1, sin llegar
funca a tener este valor; luego, la diferencia entre 0999 Y 1 pucde Ile.
BT 4 S€r lan pequenia como se quiera, sin llegar a valer 0: luego, la frac-
cion 0.999. . . es una variable que tiende al limite 1, cuando el numero de
periodos aumenta indefinidamente. Por eso, si se halla su generatriz se

@
ENCUentra que es < =1

La fraccién periddica mixta 0.0999. . difiere de 0.1 en una diezmilé-
sima; 0.09999 . . . difiere de 0.1 €n una cienmilésima, etc.: luego, la diferen-
tia entre esta fraccion 0.0999. . . ¥ 0.1 puede llegar a ser tan pequefia como
S€ qulera, o sea, que la fraccién 0.0999. . . es una variable que tiende al
limite 0.1, cuando el nimero de periodos aumenta indefinidamente. Por

! - = o 1

il HI (Ll

Del propio modo, 01999, . . 0.2999. ., 0.3999. .., etc, son varia
bles que tienden respectivamente a los limites 0.2, 0.3, 0.4, etc., cuando ¢
nimero de periodos crece indefinidamente.

Las fracciones 000999 - 0.01999. . 0.02999. . ., etc., son cantidades
variables que tienden respectivamente a los limites 0.01, 0.02, 0.03. .., €
cuando el nimero de periodos crece indefinidamente.

Las fracciones 010099 o 011999, .., 012099, . .,
que tienden respectivamente a los limites 0.11, 0.12, 0,13, . ., e, cuando
el nimero de periodos crece indefinidamente.

ere., S0on variables




Lss babilanies utilizaban la elevacién a potencia como auxiliar de la multiplicacién, y los griegos sentian

gspecial predileccién por los cuadrados ¥ cubos. Diofanto, sigle Il (D. C.), ided la yuxtaposicién adhesiva

qara la notacién de las potencias. Asi x, xx, xxx, etc., para expresar |a primera, segunda, tercera potencias
de z. Renato Descartes (1598-1650), infrodujo la notaciédn =, xx, »° x', ele,

ACION capimuto ) ) )

'@ LEYES DE LA POTENCIACION
™ Las leyes de la potenciacion son tres: la ley de uniformidad, la ley de
monotonia y la ley distributiva. _

En la potenciacién no se cumple la ley conmutativa. _

En algunos casos, permulandr_: la base por el exponente se¢ obtiene el
mismo resultado,  Asi:

$2=16 y 2¢=16

Pero casi nunca sucede esto, como se ve a continuacion:  #=9 y #=8,

59=125 y 3°=243.

s,
\#48) LEY DE UNIFORMIDAD
Esta ley puede enunciarse de dos modos equivalentes:

].I:I- {_:.ui]quiﬂ P’D[Eﬂti’ de un nﬂmﬁrﬂ Iitﬂ'ﬂ umn \'alﬂl' ﬁ“lcﬂ 0 S51€m-
Pre igual,

Asi: 28 =4 siempre, 5% = 125 siempre.

les son ¢l mismo numero, s¢ verifica quet

2) Puesto ue nimeros igua cla,

$i los dos miembros de una igualdad se elevan a una misma poten
"esulta otra igualdad.

339
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E Siendo o =23 se verifica que:
Jjemplos
| FJ"EHP o*=3" osen of=37
0! =3' osea o'=8l, et
a" = 3"

y en general

LEY DISTRIBUTIVA

La potenciacion es distributiva respecto de la multiplicacign ¥ de I

division exacta.

FGTEHCIA DE UN FRODUCTO. TEOREMA

Para elevar un producto a una potencia se eleva cada ung de los fa.
tores a dicha potencia y se multiplican estas potencias.

Sea el producto abc. Vamos a probar que: (abc) =go pn s,

En etecto: Elevar el producto abc a la enésima potencia equivale 3
tomar este producto como factor n veces; luego:

(abe)® = (abc)(abe)(abe). . .n veces
=abc.abc.abc. ... .n veces

=(a-a-a...n veces)(b-b-b...n veces)(c.c.c...n veces)
=g%. bo.cn,

que era lo que queriamos demostrar.

Esta propiedad constituye la ley distributiva de la potenciacion res:
pecto de la multiplicacion.

| Ejemplos I

2 EJERCICIO 190

Desarrollar, aplicando la regla anterior:

(1) (3xd4x52=3 42 58 =9x 16 x 25=3600. R
(2} (SabJ® = 5% o . b* = 125a*b?. R.

(3 =5p. R. 225
(2 %3 4p. R. 576. 8 (2x05x f?" 4 uuﬂsﬂ 'ﬂnmmﬁ.
(3 % 5 x B)3, R. 720000. B (0.1 x 0.2 x 0.4) K. 0
(0.1 = 0.3y, R. 0.0009. 1 1 R. 81.
(01 %7 %0088, R, 00004q1, — (v XEXTXO" :
@x4x 012020 R 0013829, 11, (> x 1+ x = X 0.01) R S
1 4
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guie = encia
ea la fraccion B Vamos a demostrar que ( LG TR
b bo”

En etecto: SI.:EI.'JI.’I la definicidon de Pﬂl‘.mﬂia* elevar E
b

a la potencia n
omarlo como factor n veces: luego:

serd

- ... B Veces =
b

¥ I a i & il i
(I-)'_':ﬂ—x-'x—;{_ ﬂxﬂxﬂﬁ.ﬂ}iﬂ.-.rivetﬂ
4 =

o b bk

que era lo que qucriamm dl‘:l'l‘lﬂslrar,
Esta propiedad constituye la ley distributiva de Ia potenciacién res-
pecto de la division exacta.
dvs 4% 1024
(s = x

; EjEmPL?S I (11 Elevar (—;—)n
5 3125

Cuando se trate de elevar un nimerc mixto @ una potencia cualquiera, se re-
duce el nUmero mixto a quebrado y se aplica la regla anterior.

(4] Desarrollar (3%)‘

I 7 74 TXTXIXT 2400
(EE)E(E)*: T Ei?;2x2= TR T

* EJERCICIO 191

Desarrollar:

L dp m2 8 (. R o= 15 (13 R 1.
L dp g 4 Gy R 16. (27)% R. 975
LG R. = 100 (P R s AL, (G5 B Loy
tGr »d 1. (13 R 25 18 (3% R 2
b Gy moB 2 (@ip R 122 1 (D¢ R
¢ Gp = - 13. (429 R 1013 2. (13 R. 2850
G o ™ 1 (5 R

ﬁbxfx:{bxb..-n veces

ﬂ‘ﬂ

—

bu
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LEY DE MONOTONIA

Si los dos miembros de una desigualdad se elevan 5 Una mism,
pe-

tencia que no sea cero, resulta una desigualdad del mismo sentidy
la dada. L

‘ Ejemplos I

11.

13.

13.

14.

15.

(1) Siendo 7 >3 resulta: 79> 5° o0 sea 49 > 25,
72> 5 0 sea 343125,
7' > 5" o sea 2401 - §25, efe.
y en general 7" =57,

(2) Siendo 3 <8 resulta: 3 < 8% 0 se0 § < 44,
3% < 82 0 sea 27 < 512,
3* < B! o seq Bl < 4096, elc.
y en general 3° < 8°,

EJERCICIO 192

Aplicar la ley de uniformidad en:

X= = 2. §=4x13. 3. Wx2=5x4
Aplicar la ley distributiva en:
(3 x 4)% 5. (5x6). 6. (2x3xd4) 7. (m.n.ppt
Aplicar la ley distributiva en:
& m
a + b)e. = e
(a+ b) 9. (3] 10

Siendo a > b se veritica por la ley de monotonia que. . . (Poner 3 ejemplos).
Siendo 5 < 9 se verilica por la ley de monotonia que. .. (Poner 3 ejemplos).
Desarrollar aplicando las leyes adecuadas:

e (3w ()

(8ab)l.  17. (2.3.0)5, 20. (-:f) 2 23, (;)‘.
0 () (20w

Hallar por simple inspeccion, el resultado de:
2. 5. 26. 504.24, 7. 24 53 10°.

E:I.IADHADG DE LA SUMA DE DOS NUMEROS. TEOREMA
El cuadrado de 1a sumg indicada de dos nimeros es igual al cu

drado del primero, mas ¢l d lo del pri 1 soguudo, mis 8
cuadrado del segundo, 4pi0 del primero por el seg

8
Sea la suma (a + b). Vamos a demostrar que (a+ by =a*+ gl + b

N

e

=
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1":“ t\tr_-r_.[l:.:': ngljn -!‘-Ii dEfini{:i{ln dt Pﬂtfﬂl’_iﬂ, fiﬂar

quiera al cuadrado equivale 3 multiplicarla por si mis
@+ b) =(a+b)(a+b).

Efectuando la ||n|1t|pli-:a:_-i{m de estas dos sumas indicadas Como
o al tratar de las operaciones indicadas (168), tendremos: ; =

a+by=@+b)a+b)=aa+a.b+b g4+ b.b=ga*+ 2ab + b3,
que erd lo que queriamos demostrar,

ENROLES —
| Ejem plos I

(1} Elevar al cvadrado (3 + 5).
13+5}“=3‘*+2K3}:5+5==9+3D+25=ﬁ4. R.

(2] Desarrollar (0.25 + 3.41)%

025+ 341 F =025+ 2 X 025 x 341 + 3412 = 0.0625 4+ 1.705 + 11.4281
= 13.395. K.

{3) Desarrollar {% + %}“.
I lyaierline b1 Vo 1 il 48
LS T (e S i o SR B R e il
(= lrls it S

# EJERCICIO 193

Desarrollar, aplicandn la r-egla anterior:

Una cantidad cyg).
ma; luego,

(1+22.  R. 9 8. (5+5). R.27=. 16 (0.001+ ) R .

W

(6 + 9)2, R. 225, 9. (6 +%]:_ R. 33:_‘_ 16. {%4. %}:. e

1 1 1
(5+11p. R. 256. 10 {u.1+%~}=. R. .:% 17. (I=+=P B2

el R. 9.

1
» 5 3 5+ 2—).
B+I5F R.729. 11 (03+3) R 18 (05+29)

1 4
W+427. R.5184. 13 (31451p R.765 19 Bty R16

: o 1 ) . R. 0.000484.
" Gigr R = 13. (1 : +220 R 1555 20. (0.02 + 0.002)*
gy 4 1 ) . 1.21.
'm fl + 3 F !a lﬂ.r'iﬂ. 1‘. { ; + : }l. H” BEI_..,_ 31_ {1 + 1— 1. n- I 2

@mun AL CUADRADO UN ENTERO DESCOMPONIENDOLO

EN DECEMAS Y UNIDADES 1
s

De acuerdo la la demostrada en €l namero anterior, pode
Cecr Gue dﬂmdmr:dn ;:gl.l:l namero entero descompuesto en decenas y



—r

144 @

unidades es igual al cuadrado de las decenas._. mis el l:luplu de lag
por las unidades, mas el cuadrado de las unidades. dm"&t

[ E } ent pfﬂ.’-: I

(1) 582 =[50+ ::'ril'*':Eﬂ:-f-?}’.50‘{&+6*:25:]t}+m+3£=

(2] Elevar al cvadrade 123 descomponiéndolo en decenas ¥ unid

33, g

ades,
=120+ 3P =120+ 2 X020 X 3438 = 10400 70 o e ;

== EJERCICIO 194

Elevar al cuadrado los siguientes numeros, descomponiéndolgs i

nas y unidades: dece.
15 B o5, 6. 97.  R. 9409. 11. 536. R. 237998
2. 23. R. 529. 7. 109. R. 1188]. 12. 621. R. 385641
3. o6. R. 3136. 8. 131. R. 17161, 13. 784 R, 814856
$ 09 R. 792]. 9. 281. R. 78961. 14. 3142. R. 9872151
o K- B30, 10- 385 R. 148225.  15. 4132 R. 17073408

CUADRADG DE LA DIFERENCIA DE DOS NUMEROS. TEOREMA

£l cuadrado de la diferencia indicada de dos numeros es igual al

cuadrado del primero, menos el duplo del primero por el segundo, mis
el cuadrado del segundo,

Sea la diferencia (a — b). Vamos a demostrar que
(2 —b)*=a*—2ab + b?

En efecto: Segin la definicion de potencia, elevar la diferencia
(@—b) al cuadrado equivale a multiplicarla por si misma; luego:

(a=bf=(a—b)(a—b).

Efectuando 1a multiplicacion de estas dos diferencias indicadas, segun
3¢ vio en las operaciones indicadas (162), tendremos:

{"'bP:‘:ﬂ"{’Hﬂ—b}‘—-a.a-—a-h— b.a+b.b=a*— 2ab+ b,
que era lo que queriamos demostrar.

|_Ejemplos |

(1) Desarrollar (B — 62,

B=6P =8 —2x8x6+60=64—94+26=64+3%—96=4 R
(2) Desarralior [ 0.2~ 0.04)2,

= (.0256. B
102~ 004 = 022 — 2 % 0.2 » 0.04 + 0.04* = (.04 — 0.016 + 00016

I

e |

T

|
|
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rollar (5= — <)% [53.__'_)2_ 17 1y,
O i ey
17y 2 L, B N
Bl BB B S i Ry ey L2 1
(3) 3 4 (5) B —
> EJERCICIO 195

pesarrollar, aplicando la regla anterior:

. 3 = o
-7 R 8. (1= R 207 15. {3-3:: - 328 R E?:_ﬁ‘
L] T L 1 "

50-2F R, 2304 B (20— E}“- R. dﬂdﬁ. 16. {J: - —i.} R Tlla'
1= R 12321 10, (0.7 — 0.003)% R. 0.485809 17, {?l —0.1%  R. 0.0L
1 | 1 £ | e e B i o
G-iF Regm 1L (2M-Sp Ro07921 18 (63 -5 R.1L
k. Eea 1 A | 1 ] i el a
== ;J'I' K. w 12. {-J—a' — ].T_'F R. 1"1; 18. I:? = E’,'_:'_ R. Iﬁ
-1 R 18. (5-—+). R. 2. 20. (0.02 = 0.001)% R. 0.000361.
3-2F R.56L. 14 (T-—31)% R 17-. 21. (1-2) R. 0.81.

@ CUBO DE LA SUMA DE DOS MUMEROS. TEOREMA

El cubo de la suma indicada de dos nimeros es igual al cubo del pri-
mero, mas el triplo del cuadrado del primero por el segundo, miis el tri-
plo del primero por el cuadrado del segundo, mis el cubo del segundo.

S¢a la suma (a + b). Vamos a demostrar que (& + b)* =a* + 3a%b + 3ab* + b

En efecto: Segin la definicion de potencia, elevar una cantidad al
Cubo equivale a tomarla como factor tres veces; luego:

(a+ b)*=(a+ b)(a+ b)a+b)
'rgnifndu presente que {E i h]{ﬂ. + b:l ={a+ b =a*+ 2al + b2, tendremos:

@+ b = (a+ b)(a + b)(a+ b) = (a+ bfa+b) =(a*+2ab+b*)(a+Db)
(electuando la multiplicacion de estas sumas indicadas)
T0ad 20t b4 b a4 b+ 2a.b? 4 b2 b = a* + 3a°b + 3ab® + bY,

e era 1o fque queriamos demostrar,

RASP=4ax P x543%x2xS#+5=0+60+150+125=30. K
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1
(2) Desarrollar (5 + %I

i 3 1 , 3 i 4 B I o E ¥ ]_ |.3 —3.- ' _]_
{z13) Lz v (5) T8 g, {.5
27 ¥ o " 1 12167
125 50 20 26 27000
2 EJERCICIO 196
Aplicando la regla anterior, desarrollar:
: ;e | 843
(3 + 4)°. R. 343. B. {; - T]ﬂ' R. E. 1B.
8 2 a7

(5+ 7). R. 1728. 5. (+ —3—}3. R. ll}m, 18.
2+ 9 R. 1331. 10. (0.04 + 0.1)%. R. 0.002744. 17.
(4+0.1)% R. 68.921. 11. '[‘il‘+"*3i"- R _:_ 18.

L 12y so17
(3+0.2)°. R. 32.768. 12. (27 +12 R, e |
(5 +0.02)%. R. 126.506008. 13, .:3% .|__:.}3_ R. 525_ 20.

1, Ay 13 5 107
{2 + '} . o 14. (5+ ﬁ}’. R. IE‘EE. 21.

G +18% g
@r+3 R E‘f.m:
B3 +e0n R
(65 + 08758, R. 347
(d-+10. R 1661
(0.02+—J. R. 0000}

1+ %}3. R. 13

ELEVAR AL CUBO UN NUMERO ENTERO DESCOMPONIENDOLO
EN DECENAS Y UNIDADES

De acuerdo con la regla demostrada en el nimero anterior,
decir que el cubo de un ntimero
dades es igual al cubo de las
decenas por las unidades,

las unidades, mas el

‘ Ejemplos I

> EJERCICIO 197
Eleva

1 15. R. 3375.

2. 23. R. 12167.

3. 6. R. 175618,

4 B9 R. 704969,

5. 9. R. 804357,

POd.E]l‘I-D!

entero descompuesto en decenas y uni
decenas, mis el triplo del cuadrado de las
mis el triplo de las decenas por el cuadrado de
cubo de las unidades.

(1) 288 =(204+4P =20+ 3% 202 x 4 +3x 20x £+ 4

= 8000 + 4800 + 960 + 64 = 13824, R.

(2) 1528 = (150 + 2)* = 1508 4+ 3 x 150 x 2+ 3 x 150X P47

= 3375000 + 135000 + 1800 + B — 3511808 R

6. 97.

7. 108.
8. 131.
B. 153.
10. 162.

R. 912673.

. 1295029,
R. 2248001.
R. 356815677,
R. 4251528.

r al cubo, descomponiendo en decenas y unidades:

11.
12.
13.
14.
16.

281 R. g’ﬂlﬂwl'

K . n' :
ol 7 15399065
872. K. ﬂﬂ[ﬁgﬁ'ﬂﬁ”
4132. R 70547
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|
f IF
| @CUBUHDE I.:.-ﬁ: Dl EHEHCIA _DE DOS MUMEROS. TEOREMA
cubo dela difc ziu .i-.. 14 indicada de dos NUMeEeros es irual al cubo del
rimero, menos el (ripio del cuadrado del primero por el segundo, mas el

plo del primero por el cuadrado del segundo. menos el cubo del segundg
Sea la diterencia (a — b). Vamos g demostrar que 4 '

(6 —bP =g — 3a*b + 8ab® — ps
En efecto: Segun .13 de[t'_nichﬁn de potencia, elevar (@ — b) al cubo
equivale a tomar esta diferencia tres veces como factor, o sea:
(a—b)*=(a— b)(a— b)(a — b)
Teniendo presente que
(a—b)(a—b)=(a—b2=4a2= 2 + b2 tendremos:
@=bP=(a—Db)la—b)la—-by=(a—b)Ha—b) = (@* — 2ab + b%)(a — b)

(efectuando csta multiplicacién indicads)
=g*a—20" b+ b2 a—a*. b+ 25 b2 — b2, b = a® — 3a%b+3ab® — o,
que era lo que queriamos demostrar.

I Ejemplos ]

(1) Elevar al cubo (10 — 4.
[0—4P =102 —3 X 102X 4+3 X 10 X 42 —4° = 1000 — 1200 + 480 — 64 =216 K.
(2) Desarrollar (1 — 3J%.

(4-02p. R.54872. 12

(6—0.08p. R. 212.776173. 13.

i mide

(82— 1% R. 105

a6

(14~ 2. R. 3075

240
{ﬁ"":“}’* “‘*?Hu:'

16.
20.
21.

(1 “%)‘=l"-—3x 12 }i%-bﬁ‘x: I X (-;-)’- (;}}' =1 —;+;—;—=E— R.
>  EJERCICIO 198
Aplicando la regla anterior, desarrollar:
L (8-31 R. 125. 8 (3-ip. R ... 16 (4 -Zp RO
% (15-7p. R. 512 9. [}- %]i. R. 12 16 (47— R 64
% (20-3p. R. 4913, 10. (3.6-21)p R. 3375 17. (62 —51p R. 25
Y (B-01p. R 24.38. 11, (+-03p. R. — 18 (lo-3* R 135
5.

[ﬂ_uz o) 1&}! R. 1.
4 . 126.

(5% - E—l.' R. 1

-2p R 0.729.
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mrsnmcm DE LOS CUADRADOS DE DOS NUMEROS
ENTEROS CONSECUTIVOS. TEOREMA

La diferencia de los cuadrados de dos nimerog enteros cq '
es igual al duplo del menor, mas la unidad. MSeCU Ly,

Sean los nimeros enteros consecutivos N y N + 1, Vamos 3 g,
trar que (N+1—MN*'=2N+1. My
En efecto: {N+ljﬂ—Nﬂ={N‘“+2.N.1+1=}—M=EN+L

que era lo que queriamos demostrar.

’ Eje‘.mpfﬂ Hallar la diferencia de los cuadradas de 12 y 11,
122=1B¥=2xN+1=2 g

2 EJERCICIO 199

Hallar la diferencia de los cuadrados de:
1. 2y3 4 10y 1L 20 y 21. 10. 50 y 51. 13. 400 y 4m

7.
2. 5y6 b 12y13. 8 23y24 11. 62y 63 14 890 y 891,
3. 8y9% 6 15y16. 9 30 y 31. 12. 101 y 102. 15 1002 ¥y 1003.

MEHEHA DE HALLAR EL CUADRADO DE UN NUMERO

CUANDO SE CONOCE EL CUADRADO

DEL NMUMERO ANTERIOR

Cuando queremos averiguar el cuadrado de un nimero conociendo
el cuadrado del anterior, bastara afiadirle a este cuadrado el duplo de di-
cho niimero anterior mds una unidad.

Asi, si queremos hallar el cuadrado de 13, sabiendo que 122 = 144, ha-
remos lo siguiente: 13°=144+2x 12+ 1 =144 + (24+1)=169. R

= EJERCICIO 200
1. Hallar el cuadrado de 8 sabiendo que 72 = 49.

2 e N R LT 5 112 = 121.
2 T R 3 142 = 196.
RE il " O b 202 = 400.
Bl e W 2 T w  172=289.
gL k1, ABE w 818Dl
7. # (7 " e o i ik 663 = 3136.
8. Bk it - o T4 » Ly 733 = 5329.
E‘ L] L L 1 IDE T 11 1“1’ - lﬂﬂﬂir

DIFERENCIA DE LOS CUBOS DE DOS NUMEROS
ENTEROS CONSECUTIVOS. TEOREMA

) triplo del cusdrado el menor, més ¢l triplo del menor, W44 1
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Sean los NUMETOs enteros consecutives N Yy N+1.
ar QUE: (N+1*—N'=3N2 4 3N +1.

En efecto: (M+ 1P —N'=(N* 413 N2 1 43 N 12418 — pp —
que era lo que querfamos demostrar. : )= NP=3N 43N 43,

Ejem,l’m Hallar la diferencia de los cubos de 7y8
l E*-?':Ex?’+3:ﬂ:?+l=H?+21+I=.14H'. R

EJERCICIO 201

Vamos a demos.

-
Aplicando la regla anterior, hallar la diferencia de los cubos de:
1. 2y 4 10y 11 7. 20y 21 10. 100 y 10
2. 47v 5 5. 13 y 14. 8. 30 y 31. 11 EIJI;EU%:
3 9y 10 6. 17 y 18. 9. 50 y 51 12 500 y 501.

:I-EFl) MANERA DE HALLAR EL CUBO DE UM MUMERO CUANDO
~ SE CONOCE EL CUBD DEL NUMERQO AMTERIOR

Cuando queremos averiguar el cubo de un nitmero conociendo el
cubo del numero anterior, bastard sumarle a este cubo el triplo del cua-
drado de dicho numero anterior, mds el triplo del mismo nimero, mis la
unidad.

Asi, si queremos hallar el cubo de 14, sabiendo que 13* = 2197, hare-
mos lo siguiente:

14*=2197T + 3 x 132+ 3 x 13+ 1=2197T+ (50T + 39+ 1) =2744 R.

> HEERCICIO 202

1. Hallar el cubo de 3 sabiendo que 2%=8.

2 " " e " 4 T »» 32 =217.

3 " E " #h T v ] 6% = 216.

4. S S R || » " 9* = T729.

5' L1 FE FEF [} 11 L] (1] lﬂ“ = lml

6. e B i i1 14 i e 13. = 21‘9‘?

7 e I ¥E e IE " " 1?" = '49'13-

H L L L] i 31 (1] F 3“‘ -_— ET[HH]-

'E L] E1] i (1] 1“1 1] (1] Im. = lmr

@_ }PDTEHEIA DE POTENCIA. TEOREMA
_ Para elevar una potencia a otra potencia, se deja la misma base, po-
Tiéndole por exponente el producto de los exponentes.
S¢a la potenicia a®, Vamos a demostrar que  (a®)* = a™"
En efecto: Elevar a» a la ncia n, significa que a™ se toma como
facton n veces; luego, (a™)* = ﬂmﬂ X @™, . .1 VECes = gRAmXm, 8 veces = g=S,
que era o que querfamos demostrar.




i

Desarrollar (294

> EJERCICIO 203

Diesarrollar:
1. (272 R. 16. 1. {a%~ R. gt
2. (2. R 64 12. (=2 R. xn,
3. (29 R. 4096. 13.  [(2x 3FF. R 1296.
4 (3%  R. 531441 14 [(aboP].  R. a1zprags
Tl mﬂl:l
b 15. s i
5. (1% R 1 T (a0 —
6. (5% R. 15625. 16. [(0.22%]%. R. U.ﬂﬂﬂﬂ]ﬂﬂﬂmﬂﬁﬁﬁaﬁ_
T [{%}zja_ R, El‘, 17. [(0.3%3. R. 0-000000531447.
8 (00F). R. 0000000000001 18 [(T)P. R %
1 1 ‘!_ | T20
S R 65536 el =l K. 16825 °
: a2 e } : 222 28
10. [(3°F. R. 531441 20. [[GrPE. R 2

AGRUF#CIGH DE LOS CASOS ESTUDIADOS

En algunas expresiones pueden reunirse dos o mds de los casos de
elevacion a potencias estudiados. Por ser de interés esta materia, resol
veremos los siguientes

I ; I g
E}emplos (1) Desarrallar el )
0.1 Xx3x02

(_?.L“Ei)az BXO03X 5P _ 2X0PXS  4x 00925 _ 9 _ o500 R
0.1% 3% 02 01X 3% 022 012x 32 022 001 9% 004 0.003

R
) Darcdlian | <
e
_:":'—}{_ L 7 " F p
Tl G) (D () I texd wo_1s ¢
53 (Exii 2\ 4V T
. (* x(?) 3525 028
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zl:-:(%)a :
) Desarrollar —
{3 €3 31}{(-’%):
3
14 FTAY |2 Wik tar
2 X| 2! I'.?) (21 X (_ I 2% 1 &4 _::':—I_
?l"l S I - mA LT VBT - L? =d L] ﬁd 'i
i D .. T"E_ﬁ TGS =,
(5] | Q)] @ BT Tox@)  aeie T
ll._ J H |_ 3) | 3) El .-"'P.ET
» EJERCICIO 204
I (<]
:-. )
1 - AP 7 7
6 - 2 R. 4
| 5 x(3)
: 99)3)2
[0.2%2 . Cor R. 64
5 L2
bl fomit i LAY R, Aot
| 273 9. . ) ST P
BX 342 3 0.3 X 104¢ 17
& ( 73 ) R. 11664 0 (:exu.zxzﬂ)‘ Rl
£ 3
(] v
L\ £ 4 11 5 1 R' 1
. [ fax (473 alixls E}{ﬁxﬁ
: _(5) :l R. fi2pmiz” 13 2
a2
o @rx@y & i ! x(3)
C@xE@Ey R ' [
e ()

CUADRADO PERFECTO

Un nimero es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de otro nu-
METo.  Asi, 9 es cuadrado perfecto porque 3° =19; 81 s cuadrado perfecto
POTque 9 = g1,

El unico namero que es el cuadrado de ¢l mismo es 1.
el T'“'dﬂ nﬁmm mngmﬂ Pﬂrffﬂtﬂ tiene raiz cunﬂr&ﬂa exacta, que serd

mimero del cual él es el cuadrado.

@Cﬂﬂblcluu DE RACIONALIDAD

Para que un numers sea cuadrado pertecio es necesario gue wdos

e Pritoos esten elevadoy a ex ponentes pares.

L1TE
Fae
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Fn efecto: Elevar un nimero al cuadrado es |g Mmismg i

; R : ¥ |
cuadrado el producto de sus factores primos, y al hacer i "-'_"-’ar d
exponente de cada factor primo se multiplica por 2; luegq queds ac1om o

Asi al elevar 24 = 2%.3 al cuadrado, tenemos: par,

242 = {n__ril 3y = {E’“]IE 3 =08 32, cXponentes pares
Al elevar 60 = 2*.3.5 al cuadrado, tenemos:

60% = (2%.3.5)% = (2%)*.3%.5% = 2*.8%.5%, exponentes pares,

@ﬂ CARACTERES DE EXCLUSION DE CUADRADOS PERFECTOS
~ Son ciertas sefiales de los niimeros que nos permiten afirmar, por
ple inspeccion, que el nimero que tenga aEguna de ellas, no Hrfuad“m|-
perfecto, o sca, que no tiene raiz cuadrada exacta,
Enumeraremos los principales caracteres de exclusién de cuadradog

perfectos.
No son cuadrados perfectos:

1) Los nimeros que contengan algiin factor primo elevado a un ex.
ponente impar.

- El nimero 108 no es cuodrado perfecto porque descompuesto
E jem PI{]' en sus factores primos da 108 =22 x 37 v vemos que el ex-
ponente del factor primo 3 es impar.

2) Los nimeros terminados en 2, 3, T u 8. |

EjEimpIu 152, 273, 867 y 1048 no son cuadrados perfectos por terminas
respectivamente en 2, 3, 7 y 8.
%) Los ntimeros terminados en 5 cuya cifra de las decenas no sead
| Ejﬁ’ﬂtpfn 3:5I no es cuadrado perfecto, porque termina en 5 y la diro
as decenas no es 2, sino 4. |

4) Los nimerog . g
por su ﬂlﬂdr::lu. 1ue siendo divisibles por un factor primo no lo sean

Ej s 134 no es cuadrado perfecto porque es divisible por 2 ¥ =
Jemplo :"«'-‘ % por el cvadrado de 2, 4; g :Im tiene raiz ﬁ*-'“dmdﬂ;w
@ porque es divisible por 7 y na lo es por el A
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5) Los numeros enteros terminados en up numero impar de cergg

[ E_f. am P]ﬂ I 5000 no es cuadrado perfects porque termina sn res ceros

6) Los numeros pares que no sean divisibles por 4.

. 1262 no tie [ ,
(EjEmpiﬂ I visible Pnlr T 'iz cuadrada exacta porque es par y no es di-

7) Los nimeros impares que, disminuidos en una unidad, no son di-
visibles por 4.

3 1131 ne es cuadrado perfecto porque disminuyendol
: yendole en una
| EjEmPh l vnidad queda 1130 y este nimero no es divisible por 4.

8) Los numeros decimales terminados en un niimero impar de cifras
decimales.

‘ qu?mp!a I 3.786 no es cuadrado perfecto porque tiene tres cifras decimales.

ESCoLIO

Estos sefales indican que el nimero que tenga alguna de ellas no es cuadrado per-
fects, pero por el solo hecho de que un nimero no tenga ninguna de estos se-
fiales con excepcién de la primera, no podemos afirmar que sea cuadrado perfecto.
Ur nimero que no tenga ninguna de estas sefiales serd cuadrado perfecto 31 cumple
le condicién general de rocionalidad (#466) de que descompuesto en sus facto-
res primos, todos los exponentes de estos factores sean pares.

Asi 425 termina en 5 y la cifra de sus decenas es 2 y sin embargo no es cuadrado
perfecte porque 425=5% % 17 y oqui vemos que el exponente del factor primeo

\7 es impar, la unidad.

&y

ﬁajtunu PERFECTO

Un nimero es cubo perfecto cuando es el cubo de otro numero. Asi,
b es cubo perfecto porque 4° = 64; 729 es cubo perfecto porque §* = 729.

El dinico ntmero que es el cubo de ¢l mismo es 1.

Todo nimero cubo perfecto tiene raiz cibica exacta.

@CUH DICION DE RACIONALIDAD

Para que un ntimero dado sea cubo perfecto es necesario que todos



L

.

Flevar un niimero al cubo es lo mismg 1
L E]h-
a

En etecto:
el ']Ir'rdlll.f-:'- de sus factares pr L”|IU-W|?r al realizar esta UPCracion el 3 Cuby
o'y - |. L Vi E:"
tor primo se multiplica por 3; luego queds m‘“tipln eh.

te de cada la
Aci al elevar 12
|21 = (28.3) = (°).8" = 2.3, exponentes miiltiplos ge g

de

22 4 al cubo, tenemos:

i
(470) CARACTERES DE EXCLUSION DE CUBOS PERFECTOS
~ ¢an ciertas senales de los niimeros que Nos permiten afj
1]’“1-3[', por s
m.

F'.lh.' ||'I'1F'11'11f.'-l:'”- que el numero {.!”E' tf_'ng-'l algun.'-i_ {l[" EI];I-S- ng es
fecto, o sea, que no tene raiz cubica exacta. “ubo per.

Enumeraremos los principales caracteres de exclusion de cubg
u
fectios, . per-
No son cubos perfectos:
1) Los numeros que contengan algin factor primo elevadg a
ponente que no sea multiplo de 3. an ex.

El nimero 5400 no es cube perfects
: . porque d
[ E}Eﬂlpfﬂ' I sus factores primos da 5400 = 23 x 3% w 5"1-', ¥ ?::::ﬁmp::;: i

ponente del factor primo 5 no es multiple de 3. ; i

2) Los nimeros que siendo divisibles por u '
e e por un factor primo no lo sean

, 3124 no es cubo perfecto por Ivisi
: que es divisible por 2 y no lo &
| Ejemplos ' por el cubo de 2, 8, 8600 1o es cubo perfecto porque es div

sible por el factor primo 5 y ne lo es por el cubo de 5, 125

3) Los ni . .
sea mildiplo ::ﬂ;f'-'l‘ﬂi enteros terminados en un nimero de ceros que no

Efem PIﬂ 400 no es cubo perfecto porque termina en un ndmero de cerct
que no es mmlip!u de 3.

4
) Los niimeros Pares que no sean divisibles por 8.

Ejem '
I Jemplo 116 no es cubo perfecto porque es par y no es divisible por &

5 Los ntimerqgy ; i
visibles por g, O% impares que disminuidos en una unidad no sean 4

Ejem :
|\Ph] 3'13::'5 Tn;;: gubo perfecio, porque disminuyéndolo en una U
. 2134 y este nimero no es divisible por B

e . |




males que no sea miltiplo de 3.

0.0067 no es cubo perfecto porque tiene cuatro cifras decimales
¥ este nimero de cifras no es miltiple de 3,

Ejemplo

i

OBSERVACION

Estas sefiales indican que el nimero que tenga alguna de ellas

r el solo hecho de que un nimer L no es cubo perfecto,
pero pol : 9 €ro na tenga ninguna de estas sefgles o
excepcion de la primera, no podemos afirmar que seq cubo perfecto. :

Un numero que no tenga ninguna de estas sefiales serd cubo perfecto
si cample la condicién general de racionalidad (489) de que descompues-
to en sus factores primos, todos los €xponentes de estos factores sean muiil-
[]Fh:ﬁ de 3.

‘ Ejemplo I

5000 es divisible por 2 y por el cubo de 2, 8 y termina en un nimero de ceros mil-
liplo de 3, pero no es cubo perfecto porque descompuesto en sus factores primes
da 5000 =2%.5' y aqui vemos que el exponente del factor primo 5 no es mdl-
tiplo de 3.

> EJERCICIO 205

Diga si los nimeros siguientes son o no cuadrados perfectos y por qué:

1. 108. 4. 13.352. 7. 900. 10. 70000.
2. 325. 5. 400. 8. 256. 11. 8400.
3. 5000. 6. 530. 9. 19.2963. 12. 1425.
Diga si los numeros siguientes son o no cubos perfectos y por qué:
13. 324, 16. 512. 19. 18.56.
14. 3000. 17. T0000. 20. 540.

15. 0.532, 18. 729. 21. 1331
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La palabra ;ﬂ:‘vimi del latin radix, radicis; pero es indudable que los drabes con

o

tomado de los hindies. Es decir, que la radicacién era conocida mu:l_nn
Hhm:n una palabra para nombrarla. Los drabes la designaban con Ia palabra gic
palabra sdnscrita mula, que significa vegetal ¥ también raiz cuadrada d

B

=

RADICACION CAPITULO XXX‘

@LETES DE LA RADICACION

Las leyes de la radicacién son dos: la ley de la uniformidad y la ley
distributiva.

I. LEY DE UNIFORMIDAD
Esta ley puede enunciarse de dos modos:

1) La raiz de un grado dado de un némero tiene un valor wnico 0
siempre es igual,

Asi: VrE:'i'

Unicamente, porque 7 es el nico nimero que elevado
al cuadrado da 49,

- ; ; y ir:
2) Puesto que niimeros iguales son el mismo niimero, podemos dec

‘-’E“‘ﬁ: rh?-t_mimm de una igualdad se extrae una misma rai% la
=5
A (1) Siendo =25 se tendrd \fa:ﬁfﬂnlﬂﬁ'
Ejemplos

(2) Siendo m=n se tendré W m= v n o
(3) Siendo x?= 81 sq tendré /¥ = VBT o sea x =7

356
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RADICACION - 357
E}.}} II. LEY DISTRIBUTIVA

La radicacion no es distributivg con relacid
4C10n a la suma y a |
a resta. Asf

V36 + 64 no es igual a V36 + vid
porque: WHed=VvID=10 y vIgs+ VEH=6+8=14

[gualmente: VZ0 =19 no es igual a VI - VT
porque ~,-:35—‘:I=v'1!3=4].rv’€5—-'.4’_§=5—3:2
La radicacion es distributiva con relacion a

la muluplicaci
division. ‘Beacitn g &) e

@gmz DE UN PRODUCTO INDICADO. TEOREMA

La raiz de cualquier grado de un producto indicado de varios facto-
res es igual al producto de las raices del mismo grado de cada ung de los
factores.

Sea el producto a.b.c. Vamos a demostrar que:
VabT = Va F Ve
En efecto: Segin la definicién de raiz, ¥a- {5 &F serd la raiz ené.
sima de a-b-c si elevada a la potencia n reproduce el producto a-b-c.

Elevando la raiz a la enésima potencia, tendremos:

(Va- Vb Vo = (Vayr X (VB X (¥er=a b

Luego queda demostrado lo que nos proponiamos.
Esta propiedad es la ley distributiva de la radicacién con relacién a
la multiplicacién.

‘ Fiomulos (1) VAXI=VAXVI=2x3=6 R
M (2) vIXIEX B=VTIxXVIEXVIE=1Xx4x5=20. R
> EJERCICIO 206

Efectuar:
L VIX®.  R.10. 4 Ix%Hx36 R.60 T YIXBIXIB R 20
“ V%16 R.12. b BIXBIXI00. R.720. 8 BXIIX2E R 36
“ Vx4 R.42 6 YBXIT. R. 6.
@HII DE UN NUMERO FRACCIONARIO. TEOREMA

. La raiz de cualquier grado de un cociente exacto o un quebrado es
"Bal a la raiz de di-:.lhu grﬂ:- del numerador partida por la raiz del mis-
™o grado del denominador.

$ea la fraccién %.

i
a
Vamos a demostrar que 3 -

e
2]
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v a
-_{.""-E:_ serd la rafz enés

Fn efecto: Segun la definicién de raiz,

' E i imdt
"'E'_ 51 ::‘If.‘r-"lfl“ ala Ejntrnci;t n I'EpT-LKiuLt: el 'f]l.lt‘hl'adn E
L
i . i
Elevemos vV " a la potencia enésima y tendremos: (__'E’f__&'__ e
N 0 X
; a
luego, es la raiz enésima de —. b
ol b
Esta ]ﬂupiﬂlaci es la ley distributiva de la radicacign i
la division exacta. e hﬂfm a

Jrob ol N e 2
| Ejemplos | WY 35 25 naa 1/%%'%"

- EJERCICIO 207

Aplicar la ley distributiva:

= 3 - |

1. x.-’ﬂeﬁ_, K. o 3. W I - EE, R. ?_ B. :,I'E_:_ﬁ. R
16 49 3

2. 1/__7 BE 4, ,I.-" et T
HI_] ] Sl = R-. ﬂ-. E- 1

RAI‘I DE UNA POTENCIA. TEOREMA

La raiz de cualquier grado de una potencia se obtiene dividiendo el
exponente de la potencia por el indice de la rajz.

Sea la potencia a™. Vamos a demostrar que Y@= =a".

m
ET efecto:  Segiin la definicion de raiz, a® serd la raiz enésima de
clevada a la potencia n reproduce la cantidad subradical a®.
m

Elevando a® ; |5 : : :
: tencia
tencia (463), mndmmm:}m n segin lo demostrado en potencia de p*
L LS.
(l") =g " =gm

[
Uego, queda demostrado lo que nos proponiamos,

Ej N 1 3 : i
e h 1/1"'=!“=2=-:4. R. (2) p=20=078

EII:I. si

3) 4/ e " A '
3) 4 Pxp= 1,/:4':-: 1/;=2ﬂx5;=nﬂx5'#wﬂa Eﬂ



RADicacion @ 359
EJERCICIO 208

»
Electuar:
. V¥ R.8 U. /31 R 799 8. D R. 32
2 VFE R.9 6. VB R 4 10. YF R g
3. V5. R. 125 1. 35, R 4 1. /38 R, 97
4§ VvZ R.16 8. 5. R. 195 12. ¥/58%. R, 625
» EJERCICIO 209
Electuar:
1. V2 x 3 R. 6. T. Y3 R. 108,
ﬂ. T4 "_:"I };" .:]"'. R.- H-E'- E‘- 1:! 2: = ﬂmn R.+ E'IIEr
3. VIx 3L, R. 72. B VEXTXT® R 300
4 VI x3n R. 432. 10. 30 31, R. 12.
5. VHEx6Ex3t R, 270. 11. 20w 3% R. 108.
6. v2Wx3*x 5% R. 2400. 12. & 3185 3H R. 648.

EXPOMENTE FRACCIOMARIO. SU ORIGEN

Hemos visto en el numero anterior que para extraer una raiz a una
potencia, se divide el exponente de la potencia por el indice de la raiz. Si
el exponente no es divisible por el indice, hay que dejar indicada la divi-
sion, originandose de este modo el exponente fraceionario.

i e - 1 al 2
. Ejemplos I (1) 1/2= 1/21=:z=_ Ri o {2 1/;'2:2-3. R.
4 4 4 L8 : 1 .
(3) /:Fp{fﬂz ﬁ:ﬂ: ﬂ=3‘}¢5*=3*3{5‘. R.

> EJERCICIO 210

Expresar con exponente fraccionario:

1 2
1 v ot
L vi R 3 . 3. R :5;. 9. /Bx¥FE R 5;:3:
L U7 R & 6. & R 2. 10 /IXD R. 27 x 5°.
. . r 1 z
2 1 kool
L VP R o 7. &0 R. . 1. YIRP® R. 2;:-: J: '
il £ 2:'. 8. &7 R T 12. /X FX 5% R, 27X 3 X5

@'“Tilﬂn.ncmu DEL EXPONENTE FRACCIONARIO

Hemos visto en el namero anterior que el exponente Erncclﬂ:t‘:f;:
Proviene de Sitiaey ang 'val &ng poll'!ﬂﬂim cuando ¢l exponente
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ice de | 3
potencia no es divisible por el indice de la rafz, agf que g8
extraer la rafz cibica a a®. Por lo tanto, podemos decir que:

rafz cuyo indice es el denominador del exponente Y la cantidag

es la base de la potencia elevada al exponente que indj l mh"dhd

ml-mﬂum_

de su exponen Le.

3 F i
I Ejempl'ﬂs_l (1) 23= ¢7:== 1;" 4. R

Una cantidad elevada a un exponente fracci 2 l
It a

e

T G e cat 5) Fxaragl?
;z]j_.,ifr_pﬂl_ R. []2:&'3:1/2;.;1/73_!‘

& EJERCICIO 211

Expresar con signo radical;

HAII DE UNA RAIZ. TEOREMA

La raiz de cualquier grado de una raiz s¢ obtiene multiplicando los

indices de ambag raices,

Se trata de extraer la rafz cibica de v'a. Vamos a demostrar que

Ve = a=a

. En efecto: Segin la definicion de rafz, ¥/ serd Ia raiz cibica de V@
51 elevada al cubo reproduce la cantidad subradical v, y en efecto:

proponiamos
> EJERCICIO 212
E fectuar:
T R R4
- VYT R YT 1. V5
1 e SR U R AR
VVE R 3 o VIT R

1 i 2
1. g8 R. I b. . R I 9. 11 R /T0
_— 2 3 a '
2 ¥ R VI 6. 75. R. 19 10. 2 x g8, :
2 2 1 3 * Y
3 5 R V3. 7. 5% R V705 11. 5% x g8, R TxT
3 2 ol ‘
& 5 R VT 8 6. R V7218 12 99x$Px5 R VEX VT xdT
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RADICACION @ 361

@ Esta propiedad, a la inversa, nos permite extraer la raiz cuarta extr
a-

yendo dm. veces la raiz cuadrada; la raiz sexta extr
Gk bl e ayendo la raiz cua.

VTo= y/vVT8=yd=2 R VBi=y/\/Bi= yB=2 R

3» EJERCICIO 213

Hallar:
1. v8l. R. 3 3 vVEd R 2 6. v/ 256. R. 2.
2 v 625 R. 5 4. v'725. R. 3. 6. ¥ T0H. R. 2.

TEOREMA.

'I'of[u nﬂ:mern ENLEro que no tiene raiz exacta entera, tampoco la tie-
ne fraccionaria.

Sea el nimero entero P, que no tiene raiz exacta entera de grado n,
Vamos a demostrar que la raiz enésima exacta de P no puede ser un que-
brado.

En efecto: Supongamos que la raiz enésima exacta de P fuera un

quebrado irreducible, por ejemplo E, 0 §ea, supongamos que W:%..

¥ a
Si el quebrado > fuera la raiz enésima exacta de P, este quebrado

elevado a la potencia n tendria que dar P, porque toda raiz exacta, elevada
2 la potencia que indica el indice de la raiz, tiene que reproducir la can-
tidad subradical; luego tendriamos que

(s)'-—«F 0 sea :—:zP

lo cual es imposible, porque -Eu es un quebrado irreducible que, elevado

2 n, dard otro quebrado irreducible, porque cualquier potencia de un
quebrado irreducible es otro quebrado irreducible (361), y un quebrado
110 puede ser igual a un entero; luego, queda demostrado que la raiz ené-
ima exacta de P no puede ser un quebrado.

~ Asl, 5 no tiene raiz cuadrada exacta entera y tampoco puede tener
'412 ruadrada exacta fraccionaria; 7 no tiene raiz cuadrada exacta entera
ftampoco puede tener rafz exacta fraccionaria; 9 no tiene raiz cibica exac-
"4 entera ¥ tampoco puede tener raiz cabica exacta fraccionaria.

Estas raices que no pueden expresarse exactamente por ningan nu-

METo entero ni fraccionario, son inconmensurables con la unidad y s¢ lla-
fian raices inconmensurables o niimeros irracionales.



COSN OLOGIA"
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Se ignora guien haya descublerto los nimeros irracionales; pero, en cambie, se tabe que log

hacia fines del siglo V (A. C.) en Grecia, conocian la irracionalidad del radical /2 (numeros in

rables). Dando muesiras de una fina intuicién matematica, los griegos de la Escuela de Crotona, l"_I
de hallar valeres aproximados de /2, mediante soluciones sucesivas de ha_,t_i 1.

T - capiruo N

LIGERO ESTUDIO DE LOS RADICALES
DE SEGUNDO Y TERCER GRADO

T

Los nimeros irracionales o raices indicadas que no pueden expresar-

¢ €xaclamente por ningun namero entero ni fraccionario, reciben el
nombre de radicales,

Asi pues, 7, /3, /T, /T son radicales

1 El grado de un radical lo indica el indice de la raiz. Asi, V2 es un
radical de segundo grado; +/% es un radical de tercer grado.

Radicales semejantes son los que tienen el mismo grado y la misms

cantidad bajo el signo radical. Asi, VZ y 3vZ son semejantes; V2 §
NG 50N semejantes,

CDEF!CIEHTE

El niimero que : o é,
ok precede a un radical y que estd multiplicado por &
:!irt:lltaern; Eﬁﬂcﬂl:ltnll‘.'. Asi, en 3VZ el coeficiente es 3; en 53 el @t

El coeficiente indica | - sumand?
iy . ‘ 45 veces que el radical se toma como W
% _':FE :"H"WE}E AVILVEL VT 5vE equivale a VE+ VI

362
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rRADiCALES @ 3563

SIMPLIFICACION DE RADICALES

~ - 5
poniendo en sus factores primos la cantidad subradical se observa que
todos los factores primos estin elevados a exponentes menores que el in-
dice del radical.

Asi, V' 30 estd reducido a su mis simple expresion porque descompo-
niendo 30 en sus factores primos se tiene: V30 = vI X3 %5 y aqui obser-
vamos que los exponentes de los factores Primos son menores que el indice
del radical 2.

v 24 no estd reducido a su mds simple expresion porque descompo-
niendo 24 en sus factores primos tenemos: V23 = v 3 x 3 y aqui vemos
que el exponente del factor primo 2 es 3, mayor que el indice del radical.

‘Para reducir un radical a su mds simple expresion se descompone la
cantidad subradical en factores primos y se hacen con ellos los arreglos que
se indican a continuacion.

Eiem (1} Simplificar v T8.
w VvV Ig=V 3% 2= vV VI=3ve r

(2) Simplificar V72.
V=V REBR=VREI=VEVEVI=23V2=6V2 R

(3 ) Simplificar 3 V720,
IVIH= 3V RE=3173VE=3%VE R

(4) Simplificar %v"ﬁ.
2 ] R _ & » ) -
.51,375* Eu"_ai.ﬁ—-g- 3V 5—5 5=2V'5 R

{ispﬂ Un radical estd reducido a su mas simple expresién cuando descom.

»  EJERCICIO 214

Simplificar:
1. vB0. R.5vE 7. +180. R. 65 13. ;ﬂ,r R. vZ
2 v¥. R 3VE 8. v300. R.10V3F. 14. 2y75. R.2VE
& v R.4vVE 9. 2+T10R. R. 12V3. 5. 1vg8 R.3VE
¢ vIEZ R 9vZ 10. 5+/490. R. 35+/10. 16 ;m R. VT
5. BN, R.5vTI0 11. 3v3l. R. 273, 17. LV R. VT
6. VvI80. R.4vTI0. 12. 7332, R, 84 VT 18. vE0 R VE
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364 bt ARITMETICA

(5) Simplificar /24 i : '
V= VB3 = N v 3=2 +3 R

(&) Simplificor ~/ 432.

(7) Simplificar 2 +/ 2187
228 =2 m:jljﬂ ﬂzlﬂﬁ o

3
{ 8) Simplificar 3 S LY

3 o ey _5_ . -_.I'E i |
Va7 _5 53_5.5 v'_-g V3I=3yT &
» EJERCICIO 215
Simplificar:
. W R SYE 13- 6/T6000. R. 120 /3
2. /6. R. 29T 18. L8 3
8 YI50. R.53 TaAY
4 V162 R. 3% 23
B. /375. R. 3 = WY i e
6. 18 R. 2 . 16. 2 T128. R. 33
T v R 2978 :
e e 16 Ly3B. R 3
9. 29360 R 415 Y E00. &TE
: 1?[ !- 1 4 5
10. 5./3000. R. 50 &/ b
11. 7-/5488. R. 98 /7, 18. %ﬂ‘ 2. B LJE
2

ll. SUMA Y RESTA DE RADICALES

Simpli . .
. ‘zﬂ{lﬂqum 10s radicales dados si es posible y efectiiense las opers

El
Jemplos (1) Efectvor V@5 + B0

Prime
"2 descomponemos en factores primos las cantidades subradicales Por®

simplificar ¥ tendremos;
mﬁ:v‘ﬁ’jzaﬂ
=VAT=0VE=4E
P
or tanto; VB VBI=3vE+4vE=7VE R
wqﬁfﬂivmlﬂ mﬁlcmmﬂwu ‘

‘3
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RADICALES @ 365

(1) Efectuar 2VI+5VT =8
Simplificando los radicales, tenemos: 2v 3 =21
SVITT=5vFI=53vVI=15V3
VB=VIAXI=2vVI=4VT

Entonces: 2V 34+ 5V —vVB=2vVI+15vV T — 4T
=R+15—4vVI=13vI R

(3) Efectvar 2V 75+ 28 —12.
2V =2vV53=2.5vI=10V73.
V= VB T=2VT.
V= VE3=23

Entonces: 2V75+ VB —-VvTZ=10vV3I+2VT—-2v3
=1W0VI-2VI+ VT =(10=2)VI+2vT=8VI+2V7 L
27 no se puede sumar con 83 porque estos radicales no son semejanies.

(4) Hectvar +VTB+ TV —+ V.

Simplificandos ;ngxﬁ'ﬁ =§ AVI=2VE
3vm=3vez=2s5v3=3vz
5 5 5
1 1 1
SVB= VFE=2.3vE= V3

B %m+%m—%m=iﬁ+3ﬁ—ﬁ=5ﬁ—ﬁ g

EJERCICIO 216

Simplificar:

- ZVE43VE R. 5V p. 3vVIZE-—VE3 R. 3VT.
6vE+8vE+TvE R 21VE 10 3vVE+VEH+VLH R. 85
3VE 4+ VI, R. 5vVE. 11. v 12++v48+ V5 R. 11V3.
VIZ + /0. R 5vE 12 4VIN+VIIZ+vE3 R 57V
VTE + V0. R.BVEZ 18 ;VE+ L VED R. 4V7Z.
3 =
M R ivmeivam e

V08— V75, RvE 15 vIB+iviE-1VIB R0



366 @ ARITMETICA

{5) Efectuaor &+ 8l
Simplificando los radicales, tenemas: V= Y E3=4 I
VB =¥ TFI=3 97
Entonces:

VR4 VB =2¥T+39T=5YT. R

(6) Efectvar 3 W+ /135 — /855
simplificande: 3w AW =3/ P5=32y5=6VF.
vIB= B5=35
VB = VF5=5y%

Entonces:

3y W+ VTB -y EB=6y5+3yB—5¥5=4¥5 ¢

(7) Efectuar 5¥Té&+ V8 — ¥ 128
Simplificondo: 5+/16 =5/ 222=10 /2.
v8l = ¥F3= 3 3.
VIB= YTi= PYT=4/7
Entonces:
S5VI6+ VBl = Y TB=10 ¢/ T+3 Y/ T— 47
=0V 2I-4vI+3 Y T=6¥T+373 R

(8) Efuctmr-;—‘v" 1ﬁ+..:_v” 54_3 1950
5

Simplificando: ~ V1§ = .. ¥/ 2’.?=%J VT= VT

2 2

2.\:!_ 2 3 2

3 54 =E\’33.2=E.3W=?ﬂ
2-.:.!"— 2 2

Entonces;
el : . ol
\ ;—-W-r—-i- g e VI = Y3+ 2T ~2 ﬂfﬂ
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» EJERCICIO 217

- hectuar:

L 3B H2VO R.5v5 9 8/T80+6 140 R. 339/,

, YT+ I ¥T+5v 2 R OYVT 10, 30+ TTI5 + 520 R. 13B.

sk 3 RT. R. 5 11. 581 — 4 + : R. . P Y
YR Ty 12. 298 +m¢mg-mffﬂm R ;%’E g

YIE+ I R. 78 ; : :

e S 113 R. 3. 13. —:-v” 16 + < v/ Z50. R. 22 V2.

, 3BV R WE S5 VA VIR L TOE R bl

Y TA8 + 1020 R. 133 . ‘

. 9102 — /2000. R. 6T 15, TV 128+ 2 V250 + L VI R 592+ /5.

1l. MULTIPLICACION DE RADICALES

REGLA

Para multiplicar radicales del mismo imdice se multiplican los coefi-
cientes entre si y las cantidades subradicales entre si, y el producto de las
cantidades subradicales se coloca bajo el signo radical comin.

E;Emplos (1) Efectvar 6. v 10 - _ =
Tendremos: v 6.+ T0=+"6.10=+"60=+"223.5= 215 R

En efecto: Se ha demeostrade (474) que para exiraer la raiz de cualquier
grado de un producto se extrae la raiz de codo factor y se multiplican entre

si estas raices, luego:
VETI=VE VT
o lo que es lo mismo V& V10=VE10

gue &3 la regla que hemos aplicado.
|El resultade debe siempre reducirse a su mas simple expresion.)

(2) Electuar 2+'3. 5V 1B
A B TB= 25V 3. 18=10v 5= 10v F 32=30v6 R

(3 ) Efectvar 3 T0.5 12 ey
30,5+ 1= 3.5 T0.02= 15, T20= 15" F35= 3015 R

@) Eecruar V15, V. <VE

2 13w Sva- 23 5 - 5
im.:v’ﬂ*zﬂ-- 2 46 .30, 8= l?v’_ﬂm
s B oy gtV N R
_Eu’i’iﬂ_ = 22 3.5 ks 4,3.5= 25
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358 ‘ ARITMETICA

» EJERCICIO 218 T

Efectuar:

R. 2+/3. 11. vE V6 V2 R 3

j’% ﬁ R. 3+4/7. 12. Elﬂagﬂ.gml R “-G;EE
T R. 60. A ol _

IEE p iyt B 7VT N
:fﬁ"’fj—”- :{: ij;}g 14. 7 V#3V6 R 37
3 ¥13-5/ 7L rReoyE 1073 i > VIS Rlg

R. 44/6. £ 1 N
;f’?’ﬁqr?ﬁ_ﬁﬁ R. 210+/7. 16. Eﬂ 3 V166912 R4y

IV. DIVISION DE RADICALES

REGLA

Para dividir radicales del mismo indice se dividen los coeficientes en-
tre si y las cantidades subradicales entre si y el cociente de las cantidades
subradicales se coloca bajo el signo radical comun.

(1) Efectvar v 150 =2

E jem,phs Tendremos:
Vi +vVI=VIs+2=v7=Vv3a.5 =5¥3 k

En efecto: Hemos probado en el nimero anterior que
V2.V75=+275=v150
Si dividimos el producto v/ 150 por uno de los factores V2 evidentemenie
obtendremos el otro factor, V75 y tendremos:
VIS +VI=V75
que es la regla que hemos aplicado.

(2) Efectvar 10VT0 +5v7
Ium+5ﬁ=l}m+?rﬂﬂ R
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» EJERCICIO 219

Efectuar:
1 VB+VE R. 2. . :;m+2v"5_. R. :—ﬁ
2, v10 + V5. R. v, i S R.
3. V24 + V3. R. 2V, 11. nﬂ ivﬁ'ﬁ R.:{!E‘
4 v B0 + 5. R. 273. 12 V300 + V3. R 2
5. 475+ 2V R. 10. 13. 24405 +33 R 245
6. 5120 + 6/ 40. R. - VB 4 LV +2v2% R L
T TVMO+8VT. R 1VE 16 V66 +i1¥3 R oaL
8 5VoB0+TVIL. R 1-VIE& 16 LVI02i+5VZ R 9

POTENCIAS DE RADICALES

REGLA

Para elevar un radical a una potencia cualquiera se eleva a esa poten-
cia la cantidad subradical.

Ej&mp[cs (1) Elevar +v'2 al cubo.
Tendremos: (VIP=VvB=vE=VEIi=2vV7 R
1
En efecto: Recordando (477) que VZ=2% tendremos:

138 3
IﬂF:(EE) ==+ (478)
luego queda justificado la regla aplicada.
(2) Elevar /2 a lo cuarta potencia,
(VIp= Y B=v16=vT2=2¥7 R

> EJERCICIO 220

Electuar:
1L (V392 R.b5 4 [+ 10y R. 10 7. (V15 R I3
2 (VAP R.3VE B (W) R2vI 8 (20 R. 225
3 (VB R.25 6 (VIR R 312 g (VB0 R 5 40.
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' RADICALES

Vl. RAICES DI

@Rmm

S n]ui{i!]lil.‘i-.ll'l los indices de los radicales Y & coloca la cantj

BT dad
radical bajo un radical que tenga por indice el producto de Jog ind; '":;
los radicales.

} Fiemplo ] Extraer la raiz cibica de v 128

mp . i
M= e Tendremos: v +/ 128 = & 128 = &/ 289 — 24T g
- EJERCICIO 221
Efectuar:

1. T8 R.2 4. V256 R. 24T 1. /0. R /7,
2 V432 R2¥Z B VIO R 22 8 VI8 R 7
3. +v/+/8. R. 245 6 +/\/6561. R. 3 9 v/ 6561, R. 3

Vii. RACIONALIZACION

RACIONALIZAR EL DENOMINADOR DE UN QUEBRADO es trans

formar un quebrado que tenga por denominador un ndamero irracio-
nal

en otro quebrado equivalente cuyo denominador sea racional, es decir,
que tenga raiz exacta, a fin de extra

€r esta raiz y que desaparezca el signo
radical del denominador.

fR.ﬁEIﬂHALI?.AR EL DENOMINADOR DE UN QUEBRADO |

CUANDO EL DENOMINADOR ES UN RADICAL I
DE SEGUNDO GRADO

REGLA

. S¢ multiplican los dos términos del quebrado por el radical que muk
tiplicado por el denominad

i to y se sim:
iy or lo convierte en cuadrado perfecto ¥

Ejemplm (1) Racionalizar el denominador de i

5& mulliplican los dog términos del quebrado por V2 y ':":I. _;

Vmﬁ w A ﬂ__;m._

Sy
Vi
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(2) Racienalizar el denominador de :
23
IR P e R T A T Tl

2v'3 Eﬁﬁ-jﬁ_— 2.3 :qu R.

(3) Racionalizar el denominador de —>—
VAT

Como 18=2"3% multiplicamos ambos
que el exponente del 2 se haga par:

2o IR ROENGNT VT
AL T e S

términos del quebrade por V2 para

» EJERCICIO 222

Racionalizar el denominador de:
1 1 2 1 1
e, A T RIVE B = R1va
2 —3- R. 1-V3. 8 i R 1LvE 1 1 1
. T s . o : * 4. 33 E. ?'U"E_
| 2 2 14 14 3
| 3 —. R. — : —_— R = : Lb
Ve ~V'5 4] T “W.-"'ﬁ 15. om R. =N 2
3 8 = 5 1 4
‘i’. —— n.- P s 1ﬂ1 T —— ] R'l _m - w Rn.- l ¥
v 7 7 V0 a 16 IV nv"ﬁ
B — _—— ¥ | — R, ]1— r . R. — i
5. —== R. VI 1 ~V/2 17. ——= V5
11 5 b 3 7 1
,  —— — 6. - R, —D, ] . R. —VT.
B it T e T R A R T2 S
@ucmmunn EL DENOMINADOR DE UN QUEBRADO
CUANDO EL DENOMINADOR ES5 UN RADICAL
DE TERCER GRADO

REGLA

Se multiplican los dos términos del quebrado por el radical que mul-
tiplicado por el denominador lo convierte en cubo perfecto y se simplifica
€l resultado,



| ==

{1) Racionalizar el denominador de ==

| operacionas:
|' 2 2P 390 NNy
! VI VIVP Py
i : 2
1 {2) Racionalizar el denominador de 393
Se multiplican ambos términos del quebrade por 3T ¥ tenemos:
R - i _:@#I:w_gﬂniw:.
IVI IVIVE VP 33 9 ;ﬂ
3
V12
. o = _ ‘
| i S by v mitlcr ombos rmies o 2

?' 3 o 3- 423 =3m_3'm_lm R
. vi2 vI3. o7 § S LR L 2-3 2
3 EJERCICIO 223

Racionalizar el denominador de:

F " Se multiplican ombos términos del quebrade por 3% y o
|

=vd K

(3) Raocionalizar el denominador de

I 1 i 9
| 1-. T ——— R_ T ﬂ B. g .R.
T 2 _—ﬂ 3 e
——_.'5 1 a 3 1
ey 9. v X3
8 1
3. —. R 7 10. R 1
3 0
gy,
V5
1 5 -2
i irIE'
] *
,- g
' T
5, w3l
v




El grade de desarrollo a que llegaron los hinddes en matemiticas so debe
samiento. Esto los llevd a plantearse problemas numiricos de mayor el
puebios preciados de mas cultos y civilizades. En sl sigle VI después de
¢l valor aproximado de == (3.14159.....), ¥ ademis dio Ia regla para la

al cardcter abstracts de su pen-
undidad, mucho antes que olros
Jesucrista, Aryabhata, establecié
extraceidn de la rafz cuadrada,

YV
CAPITULO | X1

i B

L~
i'#ﬂ%;'RAJI CUADRADA EXACTA de un nimero es el nimero que elevado
al cuadrado reproduce exactamente el namero dado.
Asi, 3 es la raiz cuadrada exacta de 9 porque 3* =9; 5 es la raiz cua-
drada exacta de 25 porque 5 = 25.

iy,

t’j}ﬂ#ll’ CUADRADA INEXACTA O ENTERA de un nimero es el ma-
yor nimero cuyo cuadrado esti contenido en el nimero dado (raiz

tuadrada inexacta por defecto) o el numero cuyo cuadrado excede en me-

nos al nimero dado (raiz cuadrada inexacta por exceso).

Asi, 5 es la raiz cuadrada inexacta por defecto de 32 porque 5° =25
¥ 9 e el mayor nimero cuyo cuadrado estd contenido en 32; h es la raiz
Cuadrada inexacta por exceso de 32 porque 6° =36, y 6 ¢s el numero cuyo
“Uadrado excede en menos a 32.

—~
\#95)RESIDUO POR DEFECTO DE LA RAIZ CUADRADA INEXACTA DE
UN MUMERO es la diferencia entre el niimero y el cuadrado de su

falz cuadrada por defecto. .
Asi, la raf: cuadrada de 52 es 7 y el residuo es 52 — 7% = u:! —:H;— 4
la rajz cuadrada de 130 es 11 y el residuo es 130 — 117 = 130 — 121 = 0.

373
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| RAIL C{.‘ﬁt:.‘:l‘.s“.'.‘f‘. DE LOS NUMEROS EHTEHDE
r';lii'ﬁ CASOS QUE OCURREN | :
lm Pueden ocurrir dos casos: 1) Que el nimero dado sea et
2) Que ¢l numeTo dado sea mayor que 100.

or {qu lm.

Ii?T RAIZ CUADRADA DE UN NUMERO MEMNOR QUE 100
~ REGLA : ,
Se busca entre los nueve primeros nimeros aquel cuyo cuad h
igual o se acerque mas al nimero dado, y dicho nimero sera Iy m'“dul B
drada del nimero dado.

= V36 =46 porque 6* =36 V7T =8 porque B2=¢g4
Ejemplus y es el que mas se acerco.

@RMI CUADRADA DE UN NUMERO MAYOR QUE 100
La rfg]a para este caso se funda en los siguifntes teoremas.

@ TEOREMA

La raiz cuadrada entera de las centenas de un nimero es exactamen.
te las decenas de la raiz cuadrada de dicho numero.

Sea el nimero N, cuya raiz cuadrada, que consta de decenas y uni-
dades, la vamos a representar por d + u, donde d representa las decenas
y u las unidades de la raiz, y sea R el resto.

Segun la definicién de raiz cuadrada, tendremos:

N=(d+uf+R=d*+2du+ u*+ R (si hay resto)
osea N=d*+2du+uw*+ R

es decir, que el nimero N est4 compuesto del cuadrado de las decenas de
la raiz, mis el duplo de las decenas por las unidades, mis el cuadrado de
las unidades, mis el resto si lo hay.

Ahora bien: d# da centenas; luego, estard contenido en las centenas
de N; pero en las centenas de N puede haber otras centenas ademds de 135
que provienen de 4, pudiendo provenir estas nuevas centenas de 2du y de
R; luego, extrayendo la raiz cuadrada de las centenas de N, obtendremos
unﬁnlimr:m qUE no serd menor que las decenas de la raiz y que tampoco
serd mayor, porque si lo fuera, habria mis centenas en el cuadrado de 125
:iiﬂlitnu de la raiz que en el nimero dado, lo cual es imposible. Luego.

4 raiz cuadrada de |as centenas de N no es mayor ni menor que las

Ce€nas :[t:l!a raiz, es exactamente dichas decenas, que era lo que querfamos
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(500) TEOREMA
= S§i de un numero se resta el cuadrado de las decenas de su raiz cua.

drada y ¢l resto, separando la primera cifra de la derecha, se divide por el
duplo de dichas decenas, el cociente sera la cifra de las unidades de l:;ﬂraiz
o una cifra mayor.

En etecto:

Ya sabemos que N = d* + 2dy + 42 + R

Si de N, o sea, de su igual d* + 2du + u* + R restamos d®, tendremos:

N —d*=d*+2du +u? + R — d? = 2du + 4+ R,
o sed, N-—d*=2du + u*+ R.

Ahora bien: 2du produce decenas que estarin contenidas en las de-
cenas del resto; pero en este resto también puede haber otras decenas -
provengan de u* y de R. Luego, dividiendo las decenas del resto N — d
por 2d, obtendremos u o una cifra mayor.

s
501) REGLA PRACTICA PARA EXTRAER LA RAIZ CUADRADA
"~ DE UN NUMERO MAYOR QUE 100

Se divide el numero daao en grupos de dos cifras, empezando por la
derecha; el altimo grupo, periodo o seccion puede tener una o dos cifras.
Se extrae la raiz cuadrada del primer grupo o periodo y ésta serd la pri-
mera cifra de la raiz. Esta cifra se eleva al cuadrado y este cuadrado se
resta de dicho primer periodo. A la derecha de este resto se coloca la sec-
con siguiente; se separa con una coma la primera cifia de la derecha y
lo que queda a la izquierda lo dividimos por el duplo de la raiz hallada.
El cociente representara la cifra siguiente de la raiz o una cifra mayor.
Para probar si esa cifra es buena se la escribe a la derecha del duplo de la
raiz hallada, y el niimero asi formado se multiplica por la cifra que se com-
prueba. Si este producto se puede restar del nimero del cual separamos
'a primera cifra de la derecha, la cifra es buena y se sube a la raiz; si no
€ puede restar, se le disminuye una unidad o mas hasta que el producio
“ pueda restar., Hecho esto, se resta dicho producto; a la derecha del
310 se escribe la seccion siguiente y se repiten las operaciones anteriores
hasia haber bajado el dltimo periodo.

Extraer lo raiz cuadrada de 103481,

Iz
s v 10,36 81| 3 ¥
e AR2=6 :
RN AT 2w 124 104 62
- 124 N x2=64

642 7 3= 1284
- m:;: 41 A 1= 641 1284 é4=12

0640
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EXPLICACION :
4o el nomero dado en grupos de dos cifras, empezandg

Hemos dividid

| iz
Extraemos |0 raix

drado y nos do ¥; este ? lo restamos del primer Periodo,
Fil ¥ 1] . 1

al cua
A la derect
Separamos la primer

da. 13, lo dividimos por el duplo de la raiz hallada que es 6 y g da d

cuadrada del primer pericdo de la raiz 10, qyue HT|LH d‘fhdh.

MNos dg 11““%

.a de este 1 bojamos el segundo periodo 34 Y 5@ formg of . ©F fesy

g cifra de la derecha Y qUEdﬂ I-E;'ﬁ'- E.'El que quﬁ: a Iu .u }H.
e T

Paro ver si esta cifra es buena lo E:crihimm_ al Iu-u:!o del d}lpln de Ig l'ﬂiz:- ety 3
p;“ﬁ mero 62 que lo multiplicames por la misma cifra 2, siendo g Pmducrqif formg

%

Como este producto se puede restar de 136 lo re.',!umqs ¥ subimos g ¥
La resta nos da 12, le escribimos a la derecha la seccién siguiente &

a
S

el nomero 1281, Separamos su primera cifra de lo derecha y quedq 18] y g
nu J 1

mos 128 entre el duplo de la raiz 32, que es 64 ¥ nos da de cociente . Pris
bar esta cifra la escribimos al lodo del 64 y formamos el nimero 443 qe s
tiplicomos por 2 y nos do 1284. Como este producto no se pyeds restar da

mul
12

lo cifra 2 no es buena; la rebajomos una unidad y queda 1; probamos o) |
cribiéndolo al lade del 64 y formames el nimero 641; este product T """Hl"'pli:u"m
por 1, nos da 641, y como 641 se puede restar de 1281 o restomas y bty

| a lo roiz. 640 es el resto de la raiz. -

OBSERYACION

Si al separar la primera cifra de la derecha nos encontramos con que lo que qued
a la izquierda no se puede dividir por el duplo de la raiz, ponemos cerg en ko
raiz, bojomos el periodo siguiente y continuamos la operacién.

PRUEBA DE LA RAIZ CUADRADA
S¢ eleva al cuadrado la raiz; a este cuadrado se le suma el residuo, y
la suma debe dar la cantidad subradical.

Asi, en el ejemplo an- Cuadrado de la rafz: 821 x 321 = 103041 |
terior, tendremos: —— .  Residuo .. ... v e + 60

Cantidad subradical; 103681

PRUEBA DEL 9 EN LA RAIZ CUADRADA |
_ 8¢ halla e1 residuo entre 9 de la cantidad subradical y de la raiz. E
residuo entre 9 de la raiz se eleva al cuadrado; a este cuadrado se le bl
el residuo entre 9 Y este residuo se suma con el residuc entre 8 del residuo |

de 13 raiz cuadrada, si Jo hay. El residuo entre 9 de esta suma “"“.q“
Ser !Ellal. 51 la ﬂpi:ﬁlciﬁn esta correcta, al residuo entre 9 de la |;:;;|.'|ll-ﬂ'i'1 |

subradical, *

i i Rfiiduu entre 9 de 108681, .....000++ é
plo am:trim- e Hf“’d““ entre § de 321...... v S
dremaos: b N Cuadrado de este residuo.. . ... . .o 0
T  Residuo enirs 9 de este cuadrado... .- 3
Residuo entre 9 del residuo 640. ..+ S0
Suma de estos dos wltimos residuos. .0+ 1= 1

Residuo entre 9 de esta suma.. ... " ‘
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Hallar la raiz cuadrada de:

1. 324. R. 18 10. 641601,

2 841, R. 29. 11. 822649, R 907,

3. 3969. R. 63 12. 870620, R. 933. Res. 131

& 9409, R. 97 13. 999437, R. 999. Res, 1435

5. 9501 R. 99. 14. 1003533, R. 1001. Res. 153]

6 10201.  R. 101 15. 21487547, R. 4635. Res. 4320

7. 11881.  R. 108. 16. 111001210, R. 10535. Res. 14985

s 254016, R. 504 17. 2025150194,  R. 45001. Res, 60195

9. 603729. R. T77. 18. 552323657856 R. 743184. Res. 1900000

i
(504) TEOREMA
" El residuo de la raiz cuadrada de un numero entero es siempre menor
que el duplo de la raiz mis 1.

Sea A un niumero entero, NV su rafz cuadrada inexacta por defecto y
R el residuo. Tendremos: A=N+R,

Siendo N la raiz cuadrada inexacta por defecto de A, N + 1 ser4 la
raiz cuadrada por exceso y tendremos: A < (N+1)7 o sea, 4 < N®+2N +1.

Ahora bien, como 4 = N*+ R en lugar de 4 pedemos poner N? + R
y la ultima desigualdad se convierte en: N*+ R < N* + 2N + 1.

Suprimiendo N* en los dos miembros de la desigualdad anterior, ésta
no varia y nos queda: R <2N +1 que era lo que queriamos demostrar.

RAIZ CUADRADA DE LOS DECIMALES

“_:;EE' REGLA

Se separa el nimero decimal en grupos de dos cifras a derecha e iz-
quierda del punto decimal, teniendo cuidado de aiiadir un cero al iltimo
grupo de la derecha si quedara con una sola cifra decimal. Hecho esto,
¢ extrae la raiz como si fuera un nimero entero, poniendo punto decimal
en la raiz al bajar el primer grupo decimal o también m:]:'-arandn en la
raiz, de derecha a izquierda, con un punto decimal, tantas cifras como sea
& mitad de las cifras decimales del nimero dado.

Extraer la raiz cvadrada de 1703.725.

[Ejempi'n I J/ 17037250 | 9.7
=1 PRI ]

- 4Ax2=8
103 Bl %1 =81  Prueba:
- §1 W R 2=82 4127 x 41.27 = 17032129
2272 822 % 2 = 1644 + 05z
~ 1644 A2 2 =824 1703.7250
£2050 | B247 % 7 = 57729
~ 57729
5121
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. . ol dividir en grupos de dos I=:i[”:“--_ a partir del Punig,
Obsérvese que O I-.::, 5, quedaba con una sala cifra le ofiadimos i ::mn &l "Hhh

lerec :
grupo de 1o ¢ iz al bajar el grupo 7 El
decimal lo hemos puesto en la ra ' 9rupc /2, que es o Primer Mprz

:‘;fE:l’.iI‘l'lﬂl-

3 EJERCICIO 225

Hallar la raiz cuadrada de: G50 5
, 10. 0.325 : - 0.5706. Res,

]E,g :-1{ *_'E; 11. 17.89645. R. 4.230. Res, ﬂ‘_‘m&u
00001, R. 0.01 12. 135.05643.  R. 11.621. Res. 0008735
23400, R. 1.33. 13. 100.201. R. 10.01. Res. 00009,
:1__1.1“"]_ R. 5.01. . 1'5_}- "]:E}EI-;]%;;- R. 63.41 Res, 0.3149,
ﬁ_mpm:ﬂ_ R. 0.036. Res. 0.000035. 15. l}._.?.l'_'lfi.dul.‘ R. ?-E'EE. Res. 0.011134,
98506, R. 3.14. 16. 11.9494069.  R. 3.4567. Res. 0.0008330;
9503, R, 3.08. Res. 0.0166. 18. 9663.49454. R. 98.303. Res. 001473

RAIZ CUADRADA DE LOS QUEBRADOS

11
@ CAS05 QUE OCURREN

Pueden ocurrir dos casos: 1) Que el denominador del quebrads s
cuadrado perfecto. 2) Que el denominador del quebrado no sea cuadn.

do perfecto.

1) Raiz cuadrada de un quebrado cuando el denominador es cuadn.
do perfecto. Regla. Se extrae la raiz cuadrada del numerador y denomi.
nador, simplificando la raiz del numerador, si no es exacta.

jemplos (1) ===}
I E A L S TV
I-z' 1/‘ = = = = -
) T —=sVE R
. 0. vH 4 ]
I hia — T —— T i
© fambien S VB con error {5.
o A T T & L R TR
U A TR T s
75 v 75 8 1
o también = P & s
T R e e
OBSERVACION

En i ;
el ﬂlfﬂph‘:d‘tll‘l‘lm fque -:._ oy Iﬂ fﬂLl. :-Uﬂdl'ﬂdﬂ d'E con arror m.nﬂl‘l“

En =
ofeco: s % Menor que lo raiz exacla de E porque elevando




RAIZ CUADRADA @ 379

tene (SF =3 "‘-: 3 2in embargo, lo que falta a -:: Para ser la raiz exactg de 2
8 —
23

1 4
= : = 1
es menos que <, porque sia — le afadimes — nos do > ¥ ‘1;; — 3 20 :
. 5 5 2~ 75 Asi que

: 20 i
dodera roiz de — es ma . 5
la ver 35 YOr que — y menor que — © sea que g % le falta

1
menos de — Para jer la raiz cuadrada exacha de o
s 25"

» EJERCICIO 226

Hallar la raiz cuadrada de:

R Sl Revmet 4 o R EVIGo L
3. E. R. %UTIJ -; 7 .].'fT R. I_T]_ﬁﬂ %_ 192, ::r‘_ R —:—.
4 E. R. %ﬁﬂ 1:7 Y —:T. R. l—';'u’?ﬂ % 14. i_:;'_ R. =
5:‘—:’. R.%v’ﬁn% mr-;flTILE. IEETRazﬁDE'

2) Raiz cuadrada de un quebrado cuando el denominador no es cua-
drado perfecto.

Cuando el denominador de un quebrado no es cuadrado perfecto,
pueden presentarse los dos casos siguientes:

a) Que al simplificar el quebrado, se obtenga un denominador cua-
drado perfecto, con lo cual estaremos en el caso anterior.

105
‘ E}Emp.[o I Hallor lo raiz cuadrada de 5

Simplificondo el brado, tenemos: )l
plificondo el quebrado, tenemos: T =
El denominader de este Gltimo quebrado, 105 _ s V3 st
16, s cuodrado perfecto, luego podemos TR T i e
oplicar la regla del caso anlerier:
> EJERCICIO 227
Hallar la raiz cuadrada de:
1. 13 9 71 b 1 8. ® p 2yFo -
_:!J nl IT‘IFF L] -'—‘ ﬁ.‘ ﬁ.. E.n 8 ﬂu !-. 08 :ll 11
N 1 g M i 10. 2 R. —
w K T 248 ol I *:' I
Er “ ’. - ’. L —_— 11- —r— n‘ e |
~ l.—:— 0 = T_I;‘l'!ﬁui I:.T ‘:ﬁ
LE 1 _..- 12‘ e — E-ll e oo
o RiyTom, SRR TVI0G TN T g

Ly



.brado sea irreducible o que despué, .
b) Que el qut bral PUcs de Simy,
denominador no & cuadrado Ft:rfﬂ:il]. lm%ﬂ
TR (1) Hallar la raiz cvadroda de __35.
Ejem }'H'ﬂf‘_ | 160
3% 7 |

— T —
= —

Simplificamas: 18D

Como 32 no es cuadrado perfecto hay que racionalizar ¢f denom;
plicando los dos términos del quebrade por 2, porque mi
32 % 2 = &4 cuadrado perfecto, y tendremos:

/35 L7 _NTL NI N
¥ 4/ = —=—vTi
)i 160 I/ 2 V&2 Vv 8§ g R |

Lt

(Z) Hallar la raiz cvadrada de -E

Este quebrado es irreducible. Hay que rocionalizar el denominador mus

plicando les dos términos del quebrade por 5 porque de sse modo 1 i

45 % 5 = 225, cuadrado perfecto, y tendremos: e ‘
/4 Vi3 VE VEZ 3

Vﬁ“’v’iﬁ_m" 15 *isﬂ -

(3) Hallar la raiz cuadrada de i
252

Cuando el denominader es un nimero alte, como en este coso, no es i

ver por cuél fua:hnr hay que multiplicar los dos términos del quebrado pos

que el deneminador se convierta en cuadrado perfecto. En cosos como e,

debe descomponerse el d : ;
252 = 2.92.7 po el denominador en factores primos y fendresos
Aqui vemos que 252 no es cvadrado perfecto porque el exponente del o
prime 7 es impar. Para que se convierta en cuadrado perfecto es necese®
:1;1::‘ re;: u:xg;in;{ni; H;tgﬂn.;ﬂr para ello bastard multiplicar 252 PH*&EP“E

: = . Asi que hay que multiplicar los dos termines = |
Quebrado por 7 y tendremos: 9 £ ez

VE: V57 = V'35 _m_m=_|_ﬂg_
22 V27 VEFA 237 L2 &

Hallar lg raiz cuvadrada de &
77

4)

Descompon oy
Para q.fﬂ ;;ﬂdn 7700 en sus factores primos tenemos: 7700 = 2*-% ?;L Ied
00 se convierto en cuadrado perfecto hay que logro’ 0 5

exponentes de 7 ¥ 11" saan liolicar
pares; para eso hay que mu har
'FI'-I:: ?nnlzlrl'] s POUT 1lﬂdrunm:P;?ﬂD x F:r?'-F-F'il;g- Ask ¢
VT ey ‘plicar los dos t1érminos desl quebrado por 77 ¥
< = = 3.7 i
7700 TG _ V@R _ vEA VT
7S 25710 70 0




RAIZ CUADRADA

» EJERCICIO 228

Hallar la raiz cuadrada de-:

1. 5 R=vVEZ 13. = R. 2 V3

3. + R IVE 14 2. R 1yig
3. % R. %V’TII 16. % R. ﬁm
4+ R -VE 16. ;. R. /0.
5. R —VZE 17. 3. R.2IVE

6 5. R V3. 18. 2. R 13

. & R V35 10. o R V3
8 - R IVE 2. 7. R ZVIL
9. 5+ R V30 21. =. R 1VIE&
10. =. R VT 22. 2. R. V0.
il . R. V0. 23. -. R. V7L
12. 5. R V@ 2. . R V0.

@RAII CUADRADA DE LOS NUMEROS MIXTOS
REGLA

® B

8 B ¥

® 38|

%.IL%JE
% R Iy,
5 R % V6.
— R IV
= R VI
— R V&
—. R. Z/105.
— R =V
o R =V
— R, — VTII.
- R, — VT
e R V1

Se reduce el mixto a quebrado y se extrae la raiz cuadrada de este

quebrado.

Hallar la raiz cuadrada de li

¢FE Jﬁ v?z 3
vf_ ==v7 R
4 4
> EJERCICIO 229
Hallar la raiz cuadrada de:
L] i 1 1 1
L 17 R<VT 4 6. R 1-VE 7. 14
i 1 2 1 1
2’ l-*T.. l.- Tm B. lﬁii H. Tm- E- 3;“-
i 1 & i 1
& 35 R VI 6 3. R.17 9. 4

F ®p

2ls gl= 5=

833




P 3B @ ARITMETICA '

@ RAIZ CUADRADA DE FRACCIONES COMUNMES QUE
NGO SEAM CUADRADOS PERFECTOS MEDIANTE

LA REDUCCION A DECIMAL

Cuando el denominador de una fraccién no es cuadradg
puede hallarse la Taiz cuadrada de dicha fraccidn reduciéndola IM;
decimal v hallando la raiz cuadrada de ésta. Cidn

| ij.'rlpf{i ’ Hallar lo raiz cuadrada de T51_

Reduciendo a decimal: 50 | n

——,

Ahora hallamo: la raiz cuadroda de este decimal:

0454545 0.674

945 127 % 7= g89
B89 | 1344 4= 5374
05645 |

5376

0269 |

5
lvego 1/;= 0.674 R.

P EJERCICIO 230

Hallar la raiz cuadrada de las fracciones siguientes mediante la reduc

cion a decimal:

L = R. 079 Res. 0.0009. 7. 3 R 0516 Res 00001
2 % R 050L Res. 0.000719. 8 4 R 0369 Res 000
& 2. R 047L Res. 0.000381. 9.

& T R 0418 Res. 0.000276. 10.

B. . R 0447 Res. 0.000191. 11.

& & R 097 Res 0.0006. 12.




RAIZ CUADRADA @ 383

.fsu;} METODO ABREVIADO PARA EXTRAER LA RAIZ CUADRADA

o . .
Cuando se quiere hallar la raiz cuadrada

_ ; : de un nimero de
cifras, v se quiere abreviar la operacion, se pued A

e aplicar la siguiente regla:
Se hallan por el método explicado Ia mitad mas 1 de lag:, if A
raiz. Para hallar las cifras restantes se bajan todos los Tiﬂdmm rasfde la
v se divide el numero asi formado entre e duplo de lgeraiz h&;}:;a alt:::n
diendole tantos ceros como periodos faltaban por bajar. El coci 'tam‘
esta dirisiﬁnl serd la parte que falta de Ia raiz cuadrada. ‘ e
Si el numero de cifras del cociente es menor que el nimero de cifras
que Ialtan]l:ll lﬂ raiz.dse ]em;iben entre la parte hallada por el método co-
rriente y el cociente de la divisién los i
cifras que se necesitan. 2 e e
El residuo de la raiz cuadrada se halla restando el cuadrado del co-
ciente de la division del residuo de la divisién. :

Hallar la raiz cuadrada de 18020514012314 por el método

EjEH‘IPI!ﬂ ﬂbrEh’iﬂdﬁ-
;-I V' 18,020 5,1 6,01,23,14 | 4245057

- 16
20,2 B2 X2 =164
L
3805 844 < 4 = 3376
— 3376
42914 8485 5 = 42425
- 42425

00491012314 | 8490000
66512314 &7
iduo de la division 7 082314
B i state il 3249

EXPLICACION

Como la cantidad subradical tiene 7 periodos, en la raiz habra 7 cifros. Hemos
hallade las 4 primeras cifras 4245 por el mélodo corriente y tenemes un residvo que
&1 491, Bajamos los tres periodos que faltan 012314; los escribimos al lado de
471 y se forma el nimero 491012314, Este nimero lo dividimos por el duplo de
la raiz holloda 4245 que es B490, afadiéndole 3 ceros, porque folloban tres pe-
fisdes por bajar y se forma el nimero B4%0000. Dividimos 491012314 entre 8470000
¥ nos da de cociente 57. Las cifras que escribimos en la raiz son 057 porque falla-
bon tres cifros v el cociente de esta divisidn sélo tiene 2 cifras,

Para hallar &l residus de la raiz hemos elevado el cociente de la divisién, 57, al
cundrade y nos dio 3249, este nimero o restamos del residuo de lo divisién 7082314

¥ lo diferencia 7079065 es el residue de lo raiz cvadrada,



» EJERCICIO 231
raiz cuadrada de los nimeros siguientes por el

Hallar la mé |
L. 1000002000001 R. 1000001. 1940 abreyiyg,
2. 4008012008004 8. S00CUNE
3. 25030508130200. R. 5003049. Res. 8533799
4 91234560102233. R. 9351678, Res. T486549,

5. 403040512567832. R. 20075868. Res. 36614408

6. X134131712153401. R. 90189421. Res. 51838180,

7. 234569801435476. R. 15315671 Res. 2395509

8. 498143000001172314.  R. 705792462. Res. 58515087

8. 10002976043201023. R. 100014881. Res. 12175 5
10. 2134567030405060406. R. 1461015752. Res, 2812934909

APROXIMACION DE LA RAIZ CUADRADA

ruuz CUADRADA DE UN ENTERO CON
APROXIMACION DECIMAL

REGLA

Para extraer la raiz cuadrada de un entero con una aproximacidn ds
0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, etc., se pone punto decimal al entero Y se le afiade
doble nimero de ceros que las cifras decimales de la aproximacién, Hecho
esto, se extrae la raiz cuadrada, teniendo cuidado de poner el punto dec.
mal al bajar el primer grupo decimal.

De esta regla se deduce que para hallar la raiz cuadrada de un ni
MEro entero con aproximacion de 0.1, ponemos punto decimal al entero §
le afiadimos dos ceros; para hallar la raiz con error menor que 0.01 afiadi:
remos cuatro ceros; para hallar la raiz en menor de 0.001 afadiremos seis
ceros, y asi sucesivamente.

Ejemplos

(V) V7 con aproximacisn de 0.1,
TH 2) V3T con mc-rf:m

-6 7%= T
""lﬂ.,ju 81 x1=g

19




RAIZ CUADRADA @ 385
EJERCICIO 232

=
Hallar la raiz cuadrada de:

i 7 con aproximacion de (.1, R. 2.6. Res. 0.24.

3. 14 2 » w 0.1, R. 3.7. Res. 0.31.

3 115 » w 0.1 R. 10.7. Res. 0.51.

4 1268 " w U], R. 35.6. Res. 0.64.

. b : " L] s 001, K. 2.44. Res. l.'I'ﬂ=1Ei=L

6. 185 o » 001 R. 13.60. Res. 0.04.

T- ::H.H.H.' q] (1] T ﬂ.'Ul, R- 5'1-??’51 RE!\-. !}1515.

g 25325 ., 3 S | 113 R. 159.13. Res. 2.6431.

9. 2 - " w 0.001. K. 1.414. Res. 0.000604.

10. 186 . - »  0.001. R. 13.638. Res. 0.004956.

11. 8822 T 7 »  0.001. R. 93.925. Res. 0.094375.

12. 6513 .. i «» 0.0001. R. 82.5408. Res. 0.01633536.
13. 999 " ¥ o 0.00001. R. 31.60696. Res. 0.0000795584.
14. 326 v e ] D-MI R. 15“554?{1 RES-. ﬂ.ﬂ{JEH]H]E[I?!l]ﬂIJ.

@ RAIZ CUADRADA DE UM DECIMAL COM
APROXIMACION DECIMAL

REGLA

Para extraer la raiz cuadrada de un decimal con aproximacion de 0.1,
0.01, 0.001, 0.0001, etc., se afaden al decimal los ceros necesarios para que
el nimero total de cifras decimales sea el doble de las cifras decimales de
la aproximacién. Hecho esto se extrae la raiz cuadrada, teniendo cuidado

de poner el punto decimal en la raiz al bajar el primer grupo decimal.

| Ejemplos |

(1) V0.6 con opreximacién de 0.01. 0.60,00 | 077
Como la aproximacion 0.01 tiene dos cifras decimo- — 49 G AT N T T
les, el nimero tendrd que tener cualro y como ya 100 147 +7 1029
tiene una cifra decimal, el &4, le ofadiremos I'!'n £e- 1029
ros y quedard 0.4000. Ahora se exlrae la raiz c"'“'f g
drada de 0.6000;

(2) /877 en menos de 0.0001. VE7200,0000 | 2959
Como lo aproximacién 0.0001 tiene | T ik
tualro cifras decimales, el nimero 732 £ %9 —ddl
tendrd que tener ocho, y como yo “'." —dd i
ne dos cifras decimales, 72, le ofadi- 3100 585 x5 2925
bt o B o : 2925 W8 2 50
Ahora, extraemos la roiz cuadrada de Bl 5000 Y1804
B 2000000: 2 17 500 %2 =

~11804 2952 %2 5904
49600 | 5P049 x9 ~53144)
531441
38159




gJERCICIO 233

gadrada de:

Hallar la rai = rror menor que 0.01. R. 0.54
0 :.I con ¢ ’ 1 o - 0.01. R, ?-Tl]: Iﬂlz_ gﬂf‘
.:':f . iy «  0.01. R. 3.04. Res, 00534
o325 w w» o» w00 R 3.06 Regipi
s L . . w00l R 108K Rewgy
117.62 0.001. R. 12967, Res oM

150.5 o " U 0.0001. R 8.0018 0.0207,
4,03 it | 1 " e R B ]
:II.:J;IIIIi'r con error menor que 0.00001.  R. 0.07745. i:sl}'mum&

- 0
0.005 con error menor que 0.000001. m}%
R. 0.070710. Res. 0.00000009590¢,
£.003 con error menor que 0.00000001.

R. 2.45010203. Res. ﬂ.ﬂﬂ{ﬂmﬂﬁﬁ.ﬂgml

5li-H-'*"-f CUADRADA DE UN NUMERO CON
" APROXIMACION FRACCIONARIA

REGLA

Para extraer la raiz cuadrada de un nuan a bt T

:— se multiplica el nimero dado por el cuadrado del lk:nm::.d;}:
la aproximacion buscada, se halla la raiz cuadrada de este producto, y e
raiz cuadrada se divide por el denominador de la aproximacién busad

‘ Ejemplos ' (1) V19 en menos de %

Multiplicamos 19 por el cuadrado de 5: 19 X 25 = 475.

Extroemos la raiz cuadrada de 475: V475 = 21.

2] se divide por 5: 2‘];—5_-—25-3—:_'4i. R.

3

(2) V335 en mencs de 3]_-

Multiplicamos 3.25 por el cuadrado de 7: 3.25 X 49 = 159.25.

Extraemos la raiz cvadrada de 159.25: 159.95 = 12.6.
126 se divide entre 7. 126+ 7=18. R

2
(3 Vtmmmd l
3 IE.

e 2
Multiplicamos 3 por el cuadrade de B: —:1:{ H=E

3
1/ 128 128 x3 V384 _
3 vV 3 %3 v P
2 19 I

3 5o divide enire 8, T+ 8= TH



AL CUADRADA i BET
» EJERCICIO 234

Hallar la raiz cuadrada de:
. 20 con error :— R. 4% 10. 23 con error <« %- R.
21 ., . <= R 42 L. 05 At
;
W et S R R | L AR
. 60 ., , <1 g T— 8. 316 , ., << R
5. To o ¥ < %- R. E—:-, 14, %— : ol -:-_ R.
. Hb g T % R. m%. | 2R B - R
A —:- R. 1[!%. 18. % e ﬁ, R.
B Bah, e SRS gy gt o L R
R R MR R sy L o 2. R

APLICACIONES DE LA RAIZ CUADRADA

ﬂi} La suma de los cuadrados de dos niimeros es 613 y el nimero mayor
es 18. Hallar el menor.

613 contiene el cuadrado de 18 y el cuadrado del nimero buscado;
luego, si a 613 le restamos el cuadrado de 18, obtendremos el cuadrado del

numero buscado: 613 — 18 = 613 — 324 = 289,

289 es el cuadrado del nimero que se busca; luego, el nimero que se

busca serd vIEI =17. R.

@ Un terreno cuadrado de 1369 ms.* de superficie se quiere cercar con
una cerca que vale a $0.60 el m. (Cuinto importa la obra?
La superficie 1369 ms.? es el cuadrado del lado del terreno; luego, el

lado del terreno ser: /1360 ms.? = 37 ms.

51 un lado mide 37 ms., el perimetro del terreno serd 37 x 4 = 148 ms.
Sabiendo que cada metro de cerca importa $0.60, los 148 ms. importa-
lill 1“ ms. * mim = m-m* Rq-

@hhwdﬂﬂnnﬁmmd:tﬂjupmmﬁ. Sabiendo que el
namero de trajes comprados es igual al nimero que representa el pre-
o de un traje, jcudntos trajes se compraron y cudnto costé cada uno?

|'|h ull-r T
& o o | =

-
L.

=
L

5 =le 3|

HE

(=]
sin

8ls




88 @
. de la venta, $625, ¢s el pm{luqm del nyg
].:|.|r||]mrzlll ;!,Li{', pero el numMero JdE trajes es ig'ual al
1 ile ll PRTE [”;u'II'-'”i” [i[_‘l NUIMEro d-f.‘ t]‘ajﬁ y d-ﬂ'l
S b o - .
de un traje; luego, Vv 625 = 25 Tepresen: el
u-F:u'-.,.:-ll-! dos ¥ el PI-{_..-_jr_J de un Il‘ﬂ.jt.

2 [Tl .
de traje I,ijl,!.rl ron 25 trajes y cada uno costd $25. R,
S L -

-l.'] JI[I!"I.
traje; lucgo _
1 |.'J E_|||!'|: L)

EJERCICIO 235

. Jos cuadrados de dos ndmeros es 1184
& I.-M|?“"EI}I|IEIr.‘tr l:_-l- nimero mayor. R'. a1. YRS Mimerg
‘1: cuma de los cuadrados de dos nimeros es 3330 y el o
‘_.: =1. Hallar el nimero menor. R. 27. ) :
Una mesa cuadrada tiene 225 dms.2 de superficie, Hallar sus di
R. 15 dins. de lado. \ 4

4. Cudntos metros de luu[t;l.luui tendrd la cerca de up solar cus
145.2025 ms.* de superficie? R. 48.20 m.

5. La superficie de un terreno cuadrado es 400 ms? ¢Cuinto |
cercarlo si el metro de cerca vale 25 bolivares? R. bs 2000, --

. Un terreno tiene 500 metros de largo y 45 .dg ancho, S§i s le dier
forma cuadrada, jcudles serian las dimensiones de este  cuadrady
R. 150 m. de lado.

7. Se tiene una mesa de 16 ms. de largo por 9 de ancho. ¢Cudnto se deberi
disminuir la longitud y aumentar el ancho para que, sin variar su Supe:
ficie, tenga forma cuadrada? R. 4 m.; 3 m.

8. ¢Cudl es el nimero cuyo cuadrado equivale a los § de 242 R 4

9. Hallar el lado del cuadrado cuya superficie es los $ de la superfice de
un rectingulo de 50 ms. de largo por 14.45 ms. de anche. R. lim

10. El cuadrado de la suma de dos nimeros es 5525 y el cuadrado de s
diferencia §25. Hallar los nimeros. R. 50 y 25. .

1. {Cuil es el nimero cuyo cuadrado multiplicado por 2 y dividido ente
d9dasgt R g _
13. :Cudl es el namerg cuyo cuadrado multiplicado por 3; afiadiendo 6 2

este producto y dividiendo esta suma entre 3 se obtiene por
201 R. 717.

13. El: :l]uim‘-r:n !]is;tribuir los 144 soldados de una compariia Eo]‘nﬂﬂ:‘;;
i ;l{ll.d. rado. ;Cuintos hombres habri en cada lado del cuadrado? - p

. COMpra cierto nimero de relojes por 5625 bolivares. Sabien
retore de relojes comprados & igt]::I al precio de un reloj &

' EI u}zs s¢ han comprado y cudnto costé cada uno? R. 75 'pr
; numero de caballos gue he comprado es igual al precio qué Fp-h
E}r cada caballg, §; hubiera comprado 2 caballos mds ¥ hul bmm,- comprt

a .
cﬂ;‘“w[:ﬂg:: 4 o, habria gastado $1681. ¢Cuidntos

B Por cada uno? R. 39 cab.; $39. o que
. L" corierciante compré cieryo nimero de trajes y el pree? - !
r cada 1ry ‘:& qlll g
E’ sté 2007k 1o0d la cuarta parte del numero i E@E#
um:E}i dl!F{Tﬁ bolivares, dCuidntos trajes comprd y cudnto F'ﬂ _
17. iCudles R. 352 trajes; by, B8,
lﬂﬂgitudm IT' dimensiones g un terreno s
€ el doble gef ancho?  R. 38 ms. x 19 mé

L
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Se da por sequro que fueron los hinddes los primaros en hallar las reglas para la extraccisn de las raices cua

drada y cubica. Resulta curieso conocer la terminologia que ellos empleaban. Para |a raiz tenian ol vocablo

sanscrito mula, que ademdis gulere decir vegetal, al cual afadian varga o ghana, y formaban las expresiones
wvarga mula o ghana mula, que significaba raiz cuadrada ¥ raiz edbica respectivamente,

RAIZ CUBICA cmmuto XX K|V

a——

516/RAIZ CUBICA EXACTA de un numero es el nimero que elevado al
— cubo reproduce exactamente el nimero dado.

Asi, 3 es la raiz clbica exacta de 27 porque 3* = 27; 6 es la raiz cibica
exacta de 216 porque 6* = 216.
l-I'l'l._\-‘l\l\.\l\'u
5135 RAIZ CUBICA INEXACTA O ENTERA de un numero es el mayor mi-

mero cuyn cubo estd contenido en el nimero dado (raiz cabica inexac-
‘@ por defecto) o el nliimero cuyo cubo excede en menos al numero dado
lraiz ciibica inexacta por exceso).

Asl, 5 es la raiz cibica inexacta por defecto de 130 porque 5% = 125 y
3 &3 el mayor niimero cuyo cubo estd contenido en 130; 6 es la raiz cibica
MEXacta por exceso de 130 porque 6* =216 y es el nimero cuyo cubo ex-
tede en menos a 130.

=
519 RESIDUO POR DEFECTO DE LA RAIZ CUBICA DE Llrl NUMERD es
la diferencia entre el nimero ¥ ¢l cubo de su ralz cibica por defecto.

Asi, la rafz cabica de 40 es 8 y el residuo es 40 — 33 =40 — 27 =13; la
"alz cibica de 350 es 7 y el residuo es 350 — 7% = 350 — 343 = 17.

389




3‘5'{:' . ARITMETICA

| RAIZ CUBICA DE LOS NUMEROS ENTEROS

c.ns::ts QUE OCURREN

Pueden ocurrir dos casos: 1) Que el nimero dado se
2) Que el numero dado sea mayor que 1000.

RMI CUBICA DE UN NUMERO MENOR QUE 1000

REGLA

Se busca entre los nueve primeros niimeros aquel cuyo cubo
© mis se acerque al numero dado, y este nimero serd la raiz ¢
numero dado.

‘ Ejemplos I V347 =7, porque 7*=343; /5T2=8, porgque B° =5)2.

@EAII CUBICA DE UN MUMERO MAYOR QUE 1000,
La regla para este caso se funda en los siguientes teoremas.

@ TEOREMA

La raiz cibica de los millares de un nimero es exactamente las dece-
nas de la raiz cibica de dicho mimero.

Sea el nimero N, cuya raiz cibica, que consta de decenas y unidades,
la vamos a representar por d + u, donde d representa las decenas y u las
unidades, y sea R el resto.

Segin la definicién de raiz cibica, tendremos: N=(d+up+R=d*
+3d*u + 3du* + u' + R, 0 sea, N=d*+ 3d*u + 3du® + u + R; es decir, que el
numero N estd compuesto del cubo de las decenas de la raiz, mds el triplo del
cuadrado de las decenas por las unidades, mis el triplo de las decenas por el
cuadrado de las unidades, mds el cubo de las unidades, m:s el resto si lo hay.

Ahora bien: d* da millares; luego, estara contenido en los millares
de N; pero en los millares de N' puede haber otros millares ademds de los
que provienen de d*, pudiendo provenir de 3d*u, de 3du®, de u® y de R:
luego, extrayendo la raiz cibica de los millares de N, obtendremos un nu-
METo que no serd menor que las decenas de la raiz, pero tampoco serd
Mayor, porque si lo fuera, habria mds millares en el cubo de las decenas
de la raiz que en el nimero dado, lo cual es imposible. Luego, si la raiz
clibica de los millares de N no es menor ni mayor que las decenas de la
raiz, es exactamente dichas decenas, que era lo que gueriamos demostrar.

@ TEOREMA

5i de un nimero se resta el cubo de las decenas de su raiz cibica ¥
€l resto, separando las dos primeras cifras de la derecha, se divide por ¢
triple del cuadrado de estas decenas, el cociente serd la cifra de las unida-
des o una cifra mayor,

En efecto: Ya sabemnos fjue N = d* 4 3%y + 3du® + u® + K.

a menor que 10gg,

sea igual

ubica dej

i o

£Fam ™



RAIZ cuBica @ 39]

51 de N, o sea de su igual d* + 3q2y 4+ ddu? + 4 + R, restamos d2®, ten.

dremos: - ar 8 — 3 4 d*u + 3du2 + o8 + R —d?= 342y + Jdu* + w4+ R

o sea, N — d = 3d2y 4 ddu® + y* + R,

Ahora bien: 3d*u produce centenas que estaran contenidas en las cen-
tenas del resto, pero en este resto puede haber otras centenas fJue proven-
gan de 3du®, de u’ y de R. Luego, dividiendo las centenas del rv:smpN - d3
por 3d* obtendremos de cociente uw o una cifra mayor, que era lo que
queriamos demostrar.

@REGLA PRACTICA PARA EXTRAER LA RAIZ CUBICA
DE UN NUMERO MAYOR QUE 1000

Se divide el numero dado en grupoes o periodos de tres cifras empe-
zando por la derecha; el iltimo periodo puede tener una o dos cifras. Se
extrae la raiz cibica del primer periodo y ésta seri la primera cifra de la
raiz. Esta cifra se eleva al cubo y este cubo se resta del primer periodo.
A la derecha de este resto se coloca la seccién siguiente; se separan con una
coma las dos primeras cifras de la derecha y lo que queda a Ia izquierda
se divide por el triplo del cuadrado de la raiz hallada. El cociente repre-
sentara la cifra de las unidades o una cifra mayor. Para probarla se for-
man tres sumandos: 1) Triplo del cuadrado de la raiz hallada por la cifra
que se prueba, multiplicado por 100. 2) Triplo de la raiz hallada por
€l cuadrado de la cifra que se prueba por 10. 3) Cubo de la cifra que se
prueba. Se efectiian estos productos y se suman. Si esta suma se puede
restar del nimero del cual separamos las dos primeras cifras de la derecha,
la cifra hallada es buena y se sube a la raiz; si no se puede restar se le dis-
minuye una unidad o mis hasta que esta suma se pueda restar. Hecho
€10, se resta dicho producto, a la derecha del resto se escribe la seccién o
petiodo siguiente y se repiten las operaciones anteriores hasta haber bajado

el dltimo periodo.
Extroer la raiz ciobica de 12910324

: Pruebas:
‘ Ejemﬂo I 3 X 22 % 4 > 100 = 4800
i Ix2x442x 10= 90

]W 2= &4
‘"/__, ":L?:T:;ET“‘ 5824
50 + 18 = : 3HP K3 X100=23600
e ?5‘;375:&;?' bR g 7o
#mg: ' 467
& 459 04 100 = 634800

: XA KA XN0=
o] 5 e e

1
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EXPLICACION

Hemos dividido el nimero dodo en grupos de tres cifras empezando por |g daral
cha. Exiraemos lo roiz cibica del primer periodo de lg izquierda que es 172 ¥ sy
raiz cubica 2; este 2 lo escribimos en lo raiz, lo elevamos ql cubo y nes dg 8y
este B lo restamos del primer periode. Mos da 4 de resto. A o derecha de este
4 escribimos el siguiente periodo 910 y se forma el nimero 4910. Separamas las
dos primeras cifros de la derecha y nos queda 49,10, Lo que queda g lg izquier-
da, 47, lo dividimos por el Iriple del cvadrado de lg raiz hallada, 3 x 22 =13 y
nos da de cociente 4. Para probar este 4, para ver si es buena cifra, formamos tres
sumandos: 3 X 2* X 4% 100, 3X2X £ %10 y 4 los efecluamos Y sumamos y
vemaos qe nos da 5824 que es mayor que 4910, lo que indica que la cifra 4 es muy
gronde. Le ‘ebojomeos una wnidad y probomos el 3. Esto suma 4147 se puede
restar de 4910, luego el 3 es buena cifro; la subimos a la rajz Y restamos 4147 de
4710. MNos do de resto 743. Escribimos a la derecha de este resta el siguiente pe.
riodo 324 y se forma el nimero 743324, Seporamos sus dos primeras cifras de
lo derecha y queda 7433.24. Dividimos lo que queda e la izquierda, 7433, por el
triple del cuadrado de la raiz que es 3 X 232 = 1587 y nos da de cociente 4, Parg
probar este 4 formamos tres sumandos: 3 237 % 4 % 100, 33 23 % 42 % 10 y 4,
los efectuamos y sumamos y nos da 645904 Yy como esla sumao se puede restar de
743324 el 4 es buena cifra. Lo subimos a la raiz y restames lo suma 445904 de
743324, 97420 serd el resto de la raiz.

OBSERVACION

Si al separar los dos primeras cifras de la derecha, lo que queda a la izquierda no
se puede dividir entre el triplo del cuadrade de g raiz, se pone cero en la raiz
y se baja el periodo siguiente, continuando la operacién. S algin cociente resulta
mayor que 7 se prueba el 9.

PRUEBA DE LA RAIZ CUBICA

Se eleva al cubo la raiz; a este cubo se le suma el residuo y la suma
debe dar la cantidad subradical.

Asi, en el ejemplo anterior, tendremos:

Cubo de la raiz: 234 x 234 % 234 = 19812904
Residuo: + 97420

Cantidad subradical ... . 12910324

PRUEBA DEL 9 EN LA RAIZ CUBICA

Se halla el residuo entre 9 de la cantidad subradical y de la raiz E_l
residuc entre 9 de la raiz se eleva al cubo; a este cubo se le halla el resi-
duo entre 9 y este residuo se suma con el residuo entre 9 del residuo de
la rafz cabica, si lo hay. El residuo entre 9 de esta suma tiene que ser
i!'uj’. 'I.i la operacion estd correcta, al residuo entre 9 de la cantidad sub-
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Asi, en la raiz cibica siguiente:
v 1,953,264 ] 125

e B s : . lPruehM_
g = %1% %2 100 —600
¥ e 3 x1 %2 5 10 —120
i1 2_ 38
2 952,64 g
236135 |3 x12% =432 3 %122 »'5 4 100 — 216000
0001 39 312 5 . 10 — 9000
5 - 125
L
la prueba del 9 seria: VR
Residuo entre 9 de 1953264.. .. .. . :
Residuo entre 9 de 125.... . . % ;
Cubo de este residuo. . ......... .. ..., .. -13
Residuo entre 9 de este cubo............ . ;
Residuo entre 9de 139, .................. 4
Suma de estos dos tltimos residuos. . . . ... 12
Residuo entre 9 de esta suma. ........... ;
2 EJERCICIO 236
Hallar la raiz cibica de:
1. 2744. R. 14.
2. 1250. R. 10. Res. 250.
3. 5H832. R. 18
4. 12167. R. 23.
5. 19103. R. 26. Res. 1527.
8. 91125. R. 45.
7. 912673 R. 97.
8. 186345. R. 57. Res. 1152.
8. 1030301. R. 101.
10. 28372625. R. 305.
11. 77308776. R. 426.
12.  181321496. R. 566.
13. 356794011. R. 709. Res. 393182.
14. B76532784. R. 957. Res. 65291,
15.  1003567185. R. 1001. Res. 564184.
16. 196874325000 R. 551;. Res. 41651496
R. 3456,
1 el R. 0103. Res. 14132724,

18. 754330668451,
@ TEOREMA

El residuo de Ja raiz clbica de un mimero ente
14¢ ¢l triplo del cuadrado de la raiz, mas el triplo de

Sea A un namero entero, N su raiz ciibica inexacta
“l residuo,  Tendremos:
A=N+ R

Yo €5 siempre menor
la raiz, mas 1.
por defecto y R
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Siendo N la raiz cubica inexacta por defecto de 4, N + 1 serd la rajy
l:l.rlhlli'ﬂ EJU‘[' CXCCND '!.- tl'llitrl'[ﬂﬂ].‘jl

A<(N+1) o sea, A <N+ 3N? +3N + 1.

Ahora bien, como 4 = N* + R, en lugar de A podemos poner N® 4 R
¥ la dltima desigualdad se convierte en:

N+ R<N*+3N?* + 3N + 1.
Suprimiendo N* en los dos miembros de la desigualdad anterior, data
no varia y nos queda: R <3N*+3N +1,

que era lo que queriamos demostrar.
RAIZ CUBICA DE LOS DECIMALES

-
-1'52?1 REGLA
M . s

Se separa el numero decimal en grupos de tres cifras a derecha e jz-
quierda del punto decimal, teniendo cuidado de afadir uno o dos ceros
al ultimo grupo de la derecha si quedara con dos o una cifra decimal, He-
cho esto, se extrae la raiz cubica como si fuera un entero, poniendo punto
decimal en la raiz al bajar el primer grupo decimal o también separando
en la raiz, de derecha a izquierda, con un punto decimal, tantas cifras como
sea la tercera parte de las cifras decimales del nimero dado,

Extraer la raiz cibica de 143.0003

‘ Ejemplo I

] e P'I"I.I-Eb-ﬂ!:
V1 43.000,300 Ef‘-?_llg_-- 3 % 5% % 2 % 100 = 15000
— 125 I X5 =75 I3x5xP 10 — 600
180,00 | 180 +75=2 L |
— 156 08 3 X 58 =8112 15808
2392300 | 23923 +8112 =2
— 16286 48 3 522 2 5 100 — 1622400
7 636 52 3x52% 2% 10— ﬁ:ug
1678648
Prueba:
522° = 142238848
+ 0763652
e

Obsérvese que al dividic en grupos de ires cifras, a partir del punto decimal, como
&l Gifime grupe de lo derecha, 3, quedobo con una sola cifra, le afrodimeos dos

ceros. El punto decimal, lo hemos

puesto en lo raiz al bajar el grupo 000, que es

4 0
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Rl

:

Hallar la raiz cibica de:
0.05. R. 0.3. Res. 0,023
G.03. R. 1.5 Res, L1948,
14.003. R. 24 Res. 0.179.
0.000064.  R. 0.04.
0.00018. R. (L05. Res. 0.000055
912.98. R. 9.7. Res, 0.307.
1.04027. R. 1.01. Res. 0.009964,
221.44516. R. 6.05. Res. 0.000035.

0. 874.00356.
10. 187.1536.

L1. 0.0082505.

14, 4.0056325.

4. T0240.51778.
14. 343.44121388.
15. 512.7TRE38407.

- 3.56. Res. 0.2580744.
- 5.72. Res. 0.004352,

REEE R R R

. D202, Res

1.588. Res
41.26. Res
7-003. Res
B.004. Res

- 0000008092,
- 0.001103024,
- 0.005404.

. 000024853,
- DLOO0000006.

lil. RAIZ CUBICA DE LOS QUEBRADOS

o)
'@ CASO5 QUE OCURREN

: . :
Pueden ocurrir dos casos: 1) Que el denominador del quebrado sea
cubo perfecto. 2) Que el denominador del quebrado no sea cubo perfecto.

1) Raiz cibica de un quebrado cuando el denominador es cubo per-
fecto. Regla. Se extrae la raiz clibica del numerador y denominador, sim-
plificando la raiz del numerador si no es exacta.

I e

‘ Ejemplos I (1) 1/ ii— = ?;:‘E = i R.
&
2y /1 YI6 _VF3_2VT 2y
" 125 Y123 5 5 5
3 —
e ) o Py
Gy A/135_ Y3 _VYFE_3VE_1 5,
729 V729 9 7
S
135 _ V135 _5 1
[ EX m ———— = — 0N MTOF <
st 1/?2? 729 9 9
ORSERYACION

En el ejemplo 2 decimos que % es la raiz cibica de -1-[';; €ON error menor que
En efecto: % s menor que lo raiz cibica exacta de % porque elevando -:- al
cubo se fiene |'~:—]"= T:'u._ {T:—i Sin embarge, lo que folta o ‘1 para ser lo roiz
chbico exacta d-—:ﬁ;—nmmqu-%parqu :iu—:~ le uﬁudimm-:*nu:du}-
v 5P

3
qus —

2
= M Asi que la verdadera raiz dl%lln‘lﬂ}‘ﬂ que — y menor

B e O e,

it as

i
o tea gque o % le folte menos de ~:— para ser lo raiz cibico exacla de ——

[t 1
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» EJERCICIO 238

Hallar la raiz cibica de:

g BRAVTo u

3 X 1 1
1. g'!," R. : 170 @ 3" 1. 2744 n"'-:_ ﬁﬂ-—z—
875 i oar— T 135 5
2. %1 R. :_ -, -I.-i.l._H:l‘ R. ?ﬁ"rni ¥ 0" 12. Tﬁi‘r- E. 1—3.
345 1 B4 1 vills 1 b4 1 3
::s‘ R. 1_&" 8. 13m° R i V2o 11" 13. 2876 R. Il 20 -:-i-
2 . vy, 2 i R e AT x
4. ,].:3 = F] Vi o q° . T = 12 V2o i s e R . V2o -ltl
260 vy . 3 180 i, . L e
B Th R. :_ V2o Fi 10. 1@t R. t3 20 o i 15. e R. i ﬁn %l;l
2) Raiz cibica de un quebrado cuando el denominador no es cubo
perfecto.
Cuando el denominador del quebrade no es cubo perfecto, pueden
presentarse los dos casos siguientes:
a) Que al simplificar el quebrado obtengamos un denominador cube
perfecto, con lo cual estaremos en el caso anterior.
‘ Ejempfu ' Hallar la raiz cibico de %:3
Simplificando el quebrado, tenemas: %-g—g = % .
El denominader de este dltimo quebrads, 125, es cubo perfecto, luego podemas apli-
car la regla del caso anterior:
VW08 _ /54 3 Y3F YTH 3.
—_— —— =a = = — ﬁ E.
250 125 125 5 5 5
= EJERCICIO 239
Hallar la raiz cibica de:
2 1
1. = LR = 1s0 W o ] 2
15 F b. 150" R. 3 20 i g :I__II' K. .
[ 3 | 1
& = K - g 1 L 1 Wag-
138 3 6. e R. = 10. = R. g 207
i i ]
= R=9¢9qs3 My # 45 1 o=
L1 ] 90 F] 7. el R, i 11. % R. 3 ﬁﬁ_ T
s 3 I
—. R.2 £ L 20 1 yi0o
b 4 B. 5018’ R. 3 3 o = 12. ——— A i

:

b) Que el quebrado sea irreducible o que, después de sim
el denominador no sea tubo perfecen : .

e
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. (1) Hallar la raiz cob; 15
? plos I Z cibica de !
| Ejemp 20"

Simplificando el quebrade tenemos 15 L.

20
Como el denominador 4, no e ko B, b
minador, multiplicande los dos términos del .:;uEh
manera queda 4 X 2=8 cybg perfecto,

Y que racionalizar el deng-

rade por 2, porque de esg
¥ lendremas:

I%.f_]_;;= /3_YI3_vs_ v

20h: 4 ST U S
8

| Hallar la raiz cibica de — .
2 a 23

Eslre quebrado es ii:rEd‘l.ICI'bFE. Hay que racionalizar e denominadar, mulli-
plicando los dos términos del quebrado por 5, porque con ello se fiene
25 X 5= 125, cubo perfecto, y tendremos:

Y8 _VES AT I 2T 2

—_— E— e —
= -

t 25 w255 Vit 5 5 'Eﬁ

(3 ) Hallar la raiz cObica de 7

675"
Cvande el denominador es un nimero alto, como en este caso, no es facil
ver por queé numero hay que multiplicar los dos términos del quebrado para
que el dencminador se convierta en cubo perfecto. En casos como éste debe
descomponerse el denominador en factores primos y tendremos:

675 = 3 5,
Aqui vemos que 675 no es cubo perfecto porque el exponente del factor pri-
mo 5 no es miltiplo de 3. Para que se convierta en cubo perfecto es nece-
serio que este exponente sea multiple de 3 y para eso bastara multiplicar 675
per 5, porque tendremos: 675 X §5=3% x 5% Asi que hay gque multiplicar los
dos términos del quebrado por 5 y tendremos:

3i—=mmm=m=ﬁ_j=i L
675 V6755 VIS 35 15 15
4) Hallgr la raiz cibico de ‘;El'ﬁ

Descomponiends 900 en sus faclores primos tenemos: 900 = 2*-3*-5%, Pora
que 00 se convierta en cubs perfecto hoy que lograr que los exponentes de
2,375 seqn miltiplos de 3; para eso hay que r;lul*lplltnr 900 por 2, por 3 ¥
Par 5 o sea por 30 y tendremos: 900 X 30 = 2%.3%.52,

Asi que hay fue mulrliplim; las dos términos del quebrado por 30 y tendremos:

Y yITX30 330 _ V30 _ _ 1 w30 ¢k
900 V900X 306 25 235 30 30
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» EJERCICIO 240

Hallar la raiz cibica de:

% o 1 -
1.+ R 5 V4 9. > R - V3 7. 57 R o vV#H g5 — R, = VE
i a1 3
LR IVE oo RGVE g RoVE s wlem
AF Ay P & i & 5 E E v j"'
3 E R. il v 22 11 5 B 30. 10. 55 BV 9. 27. e R % v 26,
@ B 1 a = a43 l 3 23
d SRIVIB g9 RGVES 2000 RGVEZ g8 2 1Ly
¥ 1 1 1 3 & 1 3 20
5= R T V3 135 RV g5 RV 2. o R LyTm
5 1 3 a7 k] ] ] 1 3 .58
xRy VE RV 225 RV g R Ly
13 1 3 ] 1 3 TI0 g 3
{ i ' R. “— TB. 15. E. R. ; lﬂr :’.-3. I_‘:EE. R. ;-' Y 9.
L] 2 3 T 1 3 G4 4 3
EER‘?‘(}T 16. - R-i'm 24 = Rn—"\a’g-
EAII CUBICA DE LOS NUMEROS MIXTOS
REGLA
Se reduce el mixto a quebrado y se extrae la raiz cibica de este que-
brado.
ey T o T
Ejem S5l g/% _Y4a6.3 3138 V138 1,49 ¢
Lm V % TS T TS s e A
= EJERCICIO 241
Hallar la raiz cibica de:
1 1
L 13- R V0 4 2. B Ly 7. 31 R
1 1
e e L 5. 4. R. 1/ 2970 8 1L R &
E-l. .I,,l 2 L 2 i
31' 3 2 m H. E‘li_." R‘ 1_1_. B_ B—:—-‘ H..q- ‘E_ ) s

@ulz CUBICA DE FRACCIONES COMUNES QUE
MO SEAN CUBOS PERFECTOS MEDIANTE
LA REDUCCION A DECIMAL

Cuando el denominador de una fraccion comin no es cubo perfecto
puede también hallarse la ralz chbica de dicha fraccién reduciéndola 3
fracciém decimal y hallando la raiz ciubica de ésta,

E '
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EijFI” Hallar la raiz cibicg de ;

Reduciendo o decimal;

.E:' L ?_ e
10 0714285...
30
20
A 60 5
f 40 —=0714285. ..
5 5 /
305.
.-E' Ahora hallames la raiz clibica de este decimal:
¥/ 0714,285 | 0.89 Pruebo
— 512 IXP =192 3 % B x 9 x 100 = 172600
202285 | 2022 = 192=9 IXBXP X 10= 19440
Lt o
0093 16 192969

3/

5
| ;""r —_—
uego 1 ?—D.E?

> EJERCICIO 242

Hallar la raiz cibica de las fracciones siguientes, mediante la reduccién
a decimal:

L 5 R.0.908. Res. 0.001386688. 7. 2. R.0.5108. Res. 